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1.
wiedvhdeeng : Binge

1. A Ringe und Morphismen i at  annulus

y ←
( assoziativ

,
Mit 1) a

It
.  annean

Def : Ein Ring ist eine Menge A Mit zuei Operations

+ : A x A  → A ( Addition )
• : AXA  → A (Multiplication )

Sodas , gilt :

A ( A
,

+7 istabelsche Guppe
* ( A

,

. ) it Monoid
, dh assozictiv  mit Einheit 1

It Distnbutivgesett :

a. ( b +  c) =  ab +  ac Fa
,
b. a c. R

und ( at b) :c = act bc

e
( von assoz

. Ryan mit1)Def?Ein Ringmorphismus ist eine Abbilduy f:A→Bzuiahen
Ringen ,

sodas

* f :CA,t ) → ( B
,

+ ) ist Gruppenmorphismus
,

dt
.

flats )=f( al + KDKB

⇒ f( - a) = - f( a) =) fl 0 ) = 0

* f : ( Ai ) → (B
,

. ) is Monoidmorphismus,
d. h flab )=f( al flb) Had

* f( 1) = 1 ( ! 1

War : f. A  → B und gi B → C Ringmorphismen ⇒ gof : A .sc Riymorphimus

Def

?
A heipt kommutativ

,
falls ababa Va

,
be A (dih

. a. list
kommutativo Monoid )

IN DIESER VORLESUNG SIND ALLE RWGE KOMMHTATIV fund assazmitl )
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Def

?
f : A  → B ist an Isomorphism us

,
falls an Ringmorphismus g :B → A

existed Mit fog =  idps und g of =  idA .

Lemm  

at
f : A  → B ist ah Isomorphism us genan dann

,
wenn f bijektiuist

Be was f lso  ⇒ Besitzt Umbehrabbilduy ⇒  is bijehtiv.

fbijehtir  ⇒ Besitzt kindatige)Umbehraldilduy fn .

Behanptuq : f
"

is Rigmorphismus .

Da f Ringmorphismus , gilt
f ( f

'  ' (b) + f-  ' ( b '

) )=f( F
 '

( b ) ) + f( f-
 '
( b ' D= btb

'

An warden can F
'

lie lot f-
 '

(b) + f-
'

( b ' ) = f-
 ' Cbts ')

.

Analog f-
 '

( bb
' )= ft b) f-

' ( b ' ) .

Weikrhm folgt aus f( 17=1 so fort 1 = f-
 ' (1)

1.2
.

Einheikr

Untrschued zwisihen ( A
,

+ ) and (A
,

. ) ist
,

class (A
,

. ) nioht nothandy
Inverse zu jedem Element be sits !

Deft
Eire Einheit von A  ist an invotierbares Element a des

Mono  ids ( A
,

. )
,

d. L es Zbet mit ab = 1
.

In diesem Fall is b eenileutig und War schreiber a-
1 dafcir

.

×

Definer A :  a { ae A \ a  ist Ein hit ?
.

Das  ist one Unkrgruppe
des Monoids (A

,
. ) ; geuaunt Einheilengupre .
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Bent

: In nidt - kommutatiua Fall velangt man Links
- and Rechtsinveos

( die bei Exiskuz  automated utranstimmenl !

Def

?
Gilt At a Also ?

,
so heipt A Ksrpr .

1.3
. Unterringe

Def ?Ein Unterring eires Rings 13 ist
,

one Teilmenge A
,

sodas :

* A  absesdlossen  untr + und - K⇒ ( A
,

H Unkgruppe ion ( BA ) ⇒ OEA )
A A cbsesdlossen unto . und 1 e A

K⇒
A

,
. 7 Uukrmonoidwn ( Bn )

In dem Fall ist A Mit de Einsdnanhuy non +  and .  ebenlaks an

Ring und die Einbettung A - B ist ah  injektive Raymorphismu,

¢ imageLemmoi1st f : A  → B an Rigmorphismus
,

so  ist Imf :=f(A) ein

Unerring von B .

Beweis : b. bleimf ⇒ b=f( a )
,
b '=f( a

' ) fir geuisse aol.CA .

Daher b + to
'

= fla ) t flay = flat  al ) e Imf
,

b. b '=f( a) . f( d) =f( a d) e Imf
.

Weikrhin 1 = fthelmf .

1. 4 Algebcn
Relative Sicltweise non Ringen

,
Morphis  men

"

vertikal
"

Def

?
Eire Algebra Else einem kommutatinen Ring R ( and R - Algebra) ist

ein Ring A 2- usammeu  Mit eirem Ringmophismus y : R → A
.

Man neunt

q and den Struhtwmorphismus non A
.
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Dies liefot one Shalaroperation  uen Rauf A deal

ra :  = 4 ( r ) a ( Uutvdrucken y in dicsofheetneise)

Dies  ist Mit do Addition  und Multiplication kompatisd :

r ( a + b) =  ra  +  rb

( r ts ) a  = rat Sa

( rs ) a =  r ( sa )

r ( ab ) a ( r a) b = a ( rb )

Ander units lielvt are R - Operation out A
,

die  obise Eigensdafla
of Ellen

,
even Riufmorphismus 4 .

. RTA
,

rn > oh
.

( Beide Konzeple
,

also Struktwmorphismus  und Skalwoperatia ,
sind Equivalent)

Def ?. Ein Morphismus wn R - Algebra y : R a A and y : R → B ist

ein Ringmorphismus f , A  → B
,

sodas does Diagram

At , B

F th
R

kommukert
,
dk ,

fog = a ⇐ ) f ( r a) = rf (a) the R
,

a .CA

Also :3"

Algebra
"

anstatt
"

Rig
"

haft ahfaduur ,
class  akes nod zusitzkdmiteeuo

Skalwoperation ones Rings kompatitd seen all
.

Bsp
?

Role Ring A ist kanonisuh one E- Algebra dead
4 : ETA

, ntsn.1-tt.tt
Algebra verallgemeinun  also Ring .

n.mn
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-7Deft
Eine Untodgebraeinv R . Algebra A it ah unkr do R - Operation

Stasi to Un toning wn A  ⇒ is dann kanonioh R - Algebra
.

( lm Prinzip Kann  man ake Begiffelknstruktionen fir Riye Aef die
"

offensichthihe "

Weise out Aisebcn verallgemeinon )
.

1.

5B
eispiek

* A - so } 1st an RY mit 0=1 ( Null ring )
.

H

A Q a- R E e
, #p = In E

, Fpn Koper
A I

j
It { ± 1 } x IKE zyklische Grappe de Ordnung 2

.

I E Q is Unerring
A In I; ( In EY = ? tubung I

AREX] Pdynomoing in eine Variables vibe even kommutatinen Ring R
.

Dies ist eine R - Algebra : R →REX]
,rtsr .X° ( konstautes Pdynom)

Frage :REX]
×

= ? ( ebay )

It Allgemeine :Rtl, .

,
k ]Pdynomnngin mehrera Vanden

,
alsoR.tk, . . ,h]= { E.nr.pk'

" # Iryer, ahebis out endlidviek = §
Mit de "

offers idtlivhei Addition and Multiplication .

1st eine R .

Algebra
.

Das  ist das widtigsk Beispiel in alien  Vorksuns ! Mehr in do ltbung ! !

Bsp ?fei X are Menge und R eiu kommutaticr Ring . Dann  is
die

Menge
Maps ( X,

R ) der Absildungen X→R mil punhtweiser
Addition und Multiplication ah ( kommutatiw ) Ring :

( f + g) ( × ) :  = f( × ) + g ( X ) ( 1 e Maps ( x
,

R ) ist die

( f g) ( X ) in f ( × ) of(× ) koustawkfunhkon 4×1=1 # )

Dies ist eine R . Algebra  miles (r f) ( x ) =

rldx
)

.
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Bsf
: X ein topologist Raum

,
dann  ist die Mense CCKR ) do

sletigen Funk boner Xn1R an R -

Uukrdgetrawn
Maps ( KR )

.

Bsp?
X an topologists Raum

.
Sci Cocker ) die Merge sktise

Funktionen f : X → R Mit kompahkm Trager ,
d. L

{ XEXI f( x ) to } is kompakt in X
.

Das ist an Unlerriz
non CQ

,
R ) genan dann

,
menu X hompaht  it

;
denis do Trigo

de Einheit 1  is t gleiel X.
⇒ ZB is t Co ( R

,
R ) been Unerring wn CCR

,
R )

.

1. 6 Produkk

Lemma ?fei (

Bx
)

# A
eire nichtleee Families non Rigas .

Dann  is and das direkle Produkt

TB
= { (↳ ban lbtetftt }

xen
×

ein Ring mit komponenknweiso Addition und Multiplication :

1 1

( b.)*
+ ( biker = ( b

,
+ b)

* n

) )(
bxb.cn

. ( b e) * n
- (b. x. bD*n

( 1 = (

taken
)

lnsbesondoeist B
"

= II B an Riz far jedm Buy B
.

Klar

?
Die Projection pry :

IIB
, → By is an Ringmorphrmue

.

Adtung
. Die Einbettuq ↳ : By -  'IB ,

ist been Ringmorphismus
,

wenn IN 22
.


