
Kommutatine Algebra ( Thiel ) 2- I

1.6

Vorksuug2 (21.10.16 )

Letzks Mal : Das direhle Produkt fInB >
von Risen

.

Lemma
" ( Universal Eigensdaft

des
Produhts )

.
1st A einRing and far

jules t.CA
.

ah Rinfmorphismus ft : A  → By geseben ,
so gist

es una eindeutgen Morph Osmus

f : A  → FIB > ,

sodass proof = f
>

H tell
,

Adas Diagram

a -8
, tInBx

\tm .f > > By

ist kommutativ for  ahe teh
.

Beweisi
.

Definite f deal f( a) =( f×( a) )
x.cn .

Does
is

eenRingmorphismus.dvpry.f-fyerfu4t.AndeoerseitsimpliziertdeieseBediyuysofortdassfsoaeesahenMuss.BemerkungflstlBxha.neineunend6iheFamilie.soistdiedirekkSummeOtBe@xlxa.nlbeoLirfastaHet.d.h.alkbisanfend6otvie4x.ntseinUnkrriqwntIBx.daiatEna.EdEeeEieIeFmn9eYEarmraiegfd.h
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1.

Hdeak
Def

?
Ein Ideal eires Rings A list one Talmage I = A

,
sodas ,

* I abgesdlosseu  untr + und - ⇐ CIH ) Unkrgrupreun (AH ⇒ OEI )
* Iassesdlosse - uukr Multiplication hit Eternal aus A

,
dk

axe I tae A
,

xeI ( ⇒ AI a- I )
Man schreist dam duel IIA

.

Bemehuny
,

Bei  niuht - t.mn#timRnsaunkrschadet man zuixha links .

,
rechts .

and zweistise - ldealen
.

Das  stimmt see ' kommutatineu Ringen  akes  utseren
.

Bsp
: { 0 } und A Sind bleak in A fir jeden Rig A

.

Lemma 't
: 1st ( Id

* n eine nidt leer Familie wn ldedu in A

,
so

ist and

f.
 an

eh Ideal in A
.

KorollastSew X are Teilmenge non A
.

Dann gist es  ein eendeutiges
mini males X enthaltendes Ideal

.
Nennen dies da , von X erzeugk

Ideal and Schreiber dafuv < X > Oder ( X ) .

Nennen X and Erzengendengskn .

Bewees : Sci S die Menge aller X enthalkndeu I deck
. Esgik

St 0
,

da AES
.

Nun  ist

( X ) :  = A I

IES

An k enthaltendes Ideal
.

Minimalitat and Eindentiskeit klan
.
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Lemma

!
Es gilt

( ×) ={¥naix, lxiehaietinek '}
.

Beweis :

Da X = (X ) und CM Ideal
,

also absesdlossen unkrt and Multi -

plikation Mit A
,

muss ( X ) die Ekmente Zaire . enthalkn
.

An deerscits bilda dies Element an X enthalkrdei Ideal
,

muss

also gleid ( X ) seen ,

Bemerkung ?Jedes Ideal I hat anErzeegenden  system ,
clean I=CI )

.

Aber Achtung : Ein mini males Erzeugendensyskm  muss nicht notwendeg
existieren (

Bispiel
spoiler)

.Bemetrung. Fir Erzengendensyskmsagt man and Basis
.

1cL finale den

Begiff nidt gut ,
denn Darslellung ist  nicht eindentig ,

z . B. I=H
,

Y )

In KTX
,

Y ] und f= XYEI
.

Lemma 's 1st ( Is )*n eine nicht here Emilie an ldealen
,

so  is died

I ,fx it {Ena > In ' enenduiliaee }
ear Ideal and es gilt

Enix = ( ¥n±g )
←

da '  a ¥⇒ ounce . ,

BEMY
Die Vereinigung wn ldealen  is niiht not weirdos ah ( deal

, ZB
.

(2)
,

(3) I I
.

Es gilt 2,3 e (2) u (3) = ZE u3E
,

also 3-2=1 ¢ (2) u (3)
.
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Beni?
Haber zwei Operation en duf do Merge do kkde :

A A I ,
: grapes  in  aken If enthakndes Ideal (Supremnm )

A [ Ix : kleinsks  alk Is enthakendes Ideal ( lnfimum )

Haber one water Operation :

DiffDas Produht If Zweier bleak FJI A  ist does dwd die Element

Xy ,
XEI

, yef erzeugk Ideal
.

In sbesondoe ist dadurd I
"

fit new definiert
.

Klar ?Es gilt If e Inf c- Itf"3¥"

( 1) = A
,

dh so bald an Ideal 1 enthalt
,

is es boats gbid A
.

* Die einzi see ldede in eirem Koerper Sind 0 und K
.

* In TL gilt G) = nE=S nk ; he 83.

Bent:5
Ideate verallgemeinvnteilbackeit .

Far a. be A Schreiber wir

al b falls es co A gist mit ac = b

⇐ ) ( a) a- ( b )

1.8. Hauptidednge

Def

?
Eh Ideal do Form (a) heist Hauptideal

.
Ein Haupt ideating

ist ein Ring
,

in clean jedes Ideal Haupt idealist
.
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13¥
"

feeler
eukwdisohe Ring ( Rinse mit

"

Division  mit Rest

't
.

2. B .
E

,
KEX ] Pdynomny in einer Variables  iibr even Koper

A Polynomringe in Mehran Variables sind heine Hauptidednhge :

D as Ideal ( Xn
, ...

,
Xn ) I HE Xp . ,

Xn I ist Keri Hauptideal
.

In eirm Haupt idealnz Kann  man ggT und kg V definers :

(a) + ( b ) = ( ggT( a)b))
( bis out Multiplication Mit

(9) A ( b ) = ( hgka,
} , )

Einheiteindeutg )

Def ?Far even beliebigen Rig A und ldeak If 's A saga wir
,

dass I
und if kopim and

,
falls Itf = (1)

.

1.9 Quotients

Wozu bleak ? Sic sind analog zu Normallectern  in Gruppen .

Lemma
1st f : A  → B ein Ringmorphismus

,
so ist

Kerf :  - { ae A If (a) =o|
ein Ideal in A

. Die Abbildug fist  injektir genandannwennkerf -0
.

Bewa 's a ,
better f.=) f( a + b) = fc a) tfc b) a O⇒ a + be Her f

a e A
, ballet ⇒ flab ) = f (a) f( b) =O = , abetbof .

lngektiwtat : f (a) = f( b) ⇒ 0 = f( a) - f( b) =f( a- b) ⇒ a- be Uof
1st also Kof =0 ⇒ a=b ⇒ f in jektir . Umbehrungklar.
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Lemma

?
1st I ah Ideal in A

,
so indnziot die Multiplication duf

do additive Quotienknguppe ALT eine wohldefinierk Rhgstruhtw,

E. J =  AT
1

syryehtiw
and die

Quotienabbilduy

of : A  → Alt is an Ringmorphismus  mit
Her of = I .

( ⇒ ldeak in A Sind genau die Kane  von Riymophismen A → Bmit

B beliebig)
,

Beweis : libungsanfgabe

LemmeDo Quotient AII efillt fdgende universe He Eigensdaft :

1st f : A  → B ah Ringmaphimus Mit Iekerf ,
so gist esgenaueinen

Ringmarphismur

I : Alt - B
,

sodass does Diagamm

A  £> B

7

71rkommutivt
, d.L

.

A #
'at

f= Iq ( "

f fahtonsivt dual
g

")

Beweis : Es muss ICE ) =

f.
(a) getter .

⇒ Eindeutigkert .

E=J ⇒ a- be I a- kef =) 0 = f( a- b) = f( a) - f( b) ⇒ f( a) =f( b).

Blibt zu zeiger ,
class I Ringmorphismus.

I ( EJ ) =I(aJ ) = flab ) = fc a) fcb ) = ICE) f-(5)
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Analog ICE + 5) = ICE) + ICJ )

,
ICI ) = I

.

Lemma " ( lsomorphiesatz ) 1st f : A  → B an Ringmotphimus,
so  indeed ert

f linen  Ringisomorphism us

Aluerf a Imf
Ee 1- , f( a)

Beweis : UJ ungsaufgabe

1.10
ldeak untr Morphis menBeni: 1st f : A  → B ein Ringmorphismus und Ie A an Ideal

,
so  ist

FLI ) a- B nicht notwendig ah Ideal
.

Betradle z
.

B die Einbettung
f : I - > Q

Es ist I a- E
,

aber FCE) = Ee Q ist bein 1 deal
,

dem (E) = Q .

Es gilt also :

Lemma ?1st f : A  → B an Rigmophismus und I 's B ah Ideal
,

so  is

and f-
 '

(3) a- A an Ideal
.

Dewees : a
,

ale f-
 '

( f ) ⇒ Fb , blef mit f( a) =b
,

t( all = b '
.

⇒ f ( at  a
' ) = bib '

c- f ⇒ at  a
'

e f-
 '

( f )

Analog AEA
, a

'
c. f-

 ' ( f ) ⇒  al = f ( b ' ) far an b 'ef
⇒ f( a al ) = fla ) b '

c- f ⇒ aa
' c- f-

 '

(2)
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Korokap

Ein Rihgmorphismus fit  →  B induziert are  in klusionserhaltende

Abbildung Ideals (B)
Ideals (B) - → Ideals A- )

f
y 1- , f-

 ' ( f )
. Ideals At

Beweis , Klar
.

Korokai
' 1st A  ein Un Lenny wn B und f IB an Ideal

,
so  ist and

Anf I A an Ideal
.

Beweis : Sci f : A - s B die Intrusion
.

Es ist f
 '

4) = Anf .

Lemma ?1st f :
A  → B ein swjektirer Ringmorphismus,

so is

f( I ) ein Ideal in B fir jedes Ideal IIA and

Ideals (B) a { I ± Al Kof e- I }
of i→ f-

 '

( f )
.

f. CI ) ← I

Dariibe hindus induziot f fir f d B an Isomorphism us

Alfyz )
t BA

Beweis :

Iii f $ B
.

Es ist So } a- F
,

daher Kef = f-
 ' ( 62 ) sf

"

( F )
,

d. L
.

f-
' ( f ) c- { I # A I Kof a- I }

.

Beh : IIA⇒ FCIIIB
.

Bew : a
,

ale A  = , fla ) t flat ) = f( ata ) c. f CI )
,

- f (a) = ft a) c- if ( I )
Sci be f( I ) und b ' EB

.
Sci ae A  unit K a) =3

.
Da f surjektiu ,

gibt es and al c. A mit flat ) =3 ! Also bib = fcal ) flak fca ' a) e fC⇒ ,
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g
Daher ist  Its LCII ein Abiding Ideals (A) + Ideals (B)

.

�1� a f surjektiv, gilt flfttf )) If
Beh :

Fir
II A gilt f-

'

( t CI ) ) = It Kef
Bew : flttker f) = fl I ) =) It Kef e f-

 '

( f ( II )
Sci Gndvescits Xef '

( KID =) f( × ) c. f( I ) =) f( e) = fly ) fir  an yet
=) f( X - y )

=O
=) x - yekef ⇒ Xeytkerf a- It Kef .

1st nun Kef EI ⇒ It Kef - I =) FYFCID = I
.

lsomorphusmuss f indirect A  → B → Btf , swrjektiv  mit Kern f- ' ( f )
.

Korokar 1st I
 *A

,
so  ist Ideals ( AII ) a SJIA I Ief }

.

Ben 03 Wohl f( I ) in Allgemeine n
been Ideal ist

,
Kahn  man natured does

deerd f ( I ) erzeugk Ideal betradlen und so  ahe Korrespondenz
zuisahen (Teilmengen non ) Ideals (A) and Ideals(B) konstruiou

.


