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1.12
Annihilators und Nullteiler

Def ?fei A eeu Ring .

Do Annihilator einer Talmage SEA  ist

Ann ( s ) = An # D= S a C. A 1 as =o fees }
.

Far

XEA
Schreiber wir

Ann ( × ) = Ann(9×3)
=

fae A lax =o }
.

Lemmea) Ann G) is ah Ideal in A
(b) Ann I s ) = Ann ( Cs) )

E das  ion Seszengk Ideal

Beweis : Klar
.

Def ?Ein Element x.CA haft Nuttier
,
falls Anna G) * 0

,
dh es  existed

Otae A  unit ax=o ( ⇐ px
: A  → A

,
a tax  it  n , > Lt  injektiu. )

Ein Nicht - Nn Nato is also  an Element xe A  unit Ann G) =O
,

dih

a X=O ⇒ a=O
.

Bem

?
OEA  it Null Late ⇐ , At
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Def

?
Ein lnlesritatsnz ist an Ring ,

de Keene Null Later auper 0

besitzt
.

Def

!
Ein Bereich list ein mm Nuking versdiedeno Ring

.

�1�

spit
* feder Korpo ist lntesntatsbereid ,

E isteinv

A Der Pdynomriy REXN
, .

,
Xu ] ideas In Legs tethered genan dany

wenn R einv ist ( Ebung)
A Eln I ist lnkgntatsbereioh genau damn

,
Wen  .  n Pnimzah list

.

A feder Untiring ahes In tesitatsbereids  it an lnkgitatsbered ,

2. Primspektrum

2. 1. Prim ideal

Erinnerung ?Ein Prim  element eines Rings A  ist eine Element PEA
,

sodas,

Ap is Nicht - Nulltato

t p is Nidst - Einheit

A
p lab =) Pla  ° der plb Ka

,
be A

Verablgemeinerung def ldeaki

Def

?
Ein Primi deal eine , Rings A irt an Ideal Ptt  in A sodass

If c- P ⇒ I a- Pooler tap
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Lemme

Far  an Ideal I c- A  ist  Equivalent :

a) I ist Prior ideal

b)
It A  and abe I ⇒ a c- I  ode bet k⇒a¢Iundb¢I⇒ab¢I )

c)AII ist lntegitatsberaih

Beweis

a) ⇒ b) :  al e I ⇒ (a) (b) = ( ab ) c- I ⇒ (a) e I  oder G) c- I⇒aeIoeobeI
.

b) ⇒ a) : feoen Jif ' Weak mit ff
'

c- I Augenomnen f ¢I and J
'

-4I
.

Dann gilt es  a  c.  JLI and bef 'lI
.

Nad Aunahme gilt  abe I
.

Also gilt AEI oiler bet I ES muss  also F c- I  oh F
'
c- I seen

b) ⇐ c) : Offensidtlicl .

( AII Beach ⇒ It A)

4
Kollar : E in Nicht - Nulkeiw pet ist Prim element sender dann

,
wenn (p) Primi deal

.

Beweis

fei@ Prim ideal
.

Angenomnen plab ⇒ (a) (b) = ( a b) c- ( p )

⇒ (a) c- (p ) alo (3) e ( p)

⇒ Pla  oder plb .

(P) - A  ⇒ Faetmit ap = 1  ⇒ p Einheit Yu

Sci p Prim  element
.

Es  ist ( p ) * A
,

da p been Einheit
.

abe ( p ) =) p lab =) Pla  ode plb ⇒ a c. ( p ) at becp )

=) ( p ) Prim ideal ( unit Lemma 21.3 )
.

Koroka

FD
as Null ideal 0 eines Rings A is an Prim ideal genaudann ,

wenn A ein lntegritatsbereich ist
.

Def

?
Die Menge do Primi leak ahes Rings A  wird mit Spec A bezeidnet

and das Primspehkum wn A genanut .
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Lemma

?
1st f : A  → B ah Ringmorphosmus

,
so  induce

Ideals (B) → Ideals CA)

f ts F
' ( F )

spats
eine Abbildenp t

Spec B → Spec A spec A

DiesewirdmitSpeefoduftodeafbeeeahnet.1stfswjektiysoinduzierffteeheBijchtionSpecBnfPeSpeaA1KerfeP3Beweis.FirfiBhabe-wirA1f-yyIBtfCs1.ldasAff-YH1nKsitatsbreid@Btf1nksntatsbereid-7ftCJ1GSpeeAesfESpecB.RestistklarmitSS1.l0.KoroKaElstfi.A-sBeeuRingmorphvmusineinen1nLegritetsbereidBsoisfKofeSpecA2.2.Maximak1deakDeffEinmaximaks1deaLeiresRirfsAisteeismaxima6sE6mentwnlclealsCANSAlbezugkddelnklusionDieMengedemaximakn1deakwirdmitMaxCA1be2eichnet.Lemna2.F

'w ein Ideal Ii A  ist  Equivalent :

a) I ist  maximal

b) AII ist ein Kiper

Bewa 's

Das folgt soforf dies fdgendem Resultant !
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Belt Fur einen Ring A  to ist  Equivalent :

a) A  ist Koper
b) Ideals At = So

,
Al

Belt a) ⇒ b) is Klar wege At - All ° )
.

b) ⇒ a) Sci a c. A there Einheit
.

 ⇒ (a) * A  ⇒ (a) = 0 ⇒ a  = 0
.

Korokar3Msximakldea6sirdPrimidea6.4BeispieLSpecE-S03U@ppIm3.aMaxCE1AchtungE1stf.A-sBeenRiymorphismusundNGMaxCB3sogiKnicwtnotwendiyftCN1c.Max

(A) ZB
.

f : E - > Q
,

OEMAXQ
,

also 0 = f- ' ( Q ) ¢ Max E
.

1st f aber swjektiv ,
so  is in de Tat f* Max (B) a- Ma # ( §1w )

.

GiStesimaHgemeinenuberhaiptmaximakldea6.2SatztfedeRingA-tObesitzteeumaximales1deaLCunddauiteehPrimideaLl.ZumBeweisbenotigerwireeuResultatdeesderMeugentheone.7ZornsLemma.feiCX.a1einepartie4geordneLeMengeCd.L.Eistrefkxiruudtransitiuund@aynya.x

⇒ Xzy ) )
.

Eine total

geordneteteetmenge T von X haft and Ketle in X ( toss cooler
} at far alk stet )

.

tons Lemma besagt : Hat jede Kettel is X ein Supremum in X

(
d.h.tt/eXmittExtfteT

) ,
dann hat X minder lens an
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Maxim  ales Element
,

Dieses
"

Lemma "

ist Equivalent  zum Auswah ( axiom !

In died Vorlesung nehmeu War an
,

class does Auswahlexiom gilt !

Nun  Zur Exisknz maximal kkak :

Beweis

Sci  I :  = Ideals (A) \ S A } .

Dies  is one partial geordnete Menge

beziiglil old Intrusion
.

Wir Wollen Zeiger ,
class jede Kette in I

ein Su premium  in I besittt  ⇒ I hat  maxinaks Element had

Zone Lemma
.

Sei also ( Ix )
* n

ein Ketle  in I
.

Sci I  = ¥nIx .

Beh : I ist an Ideal
.

Bew . a
,

be I =) ae It ,
be Ip .

Da ( Itben Ketle gilt
I , a- Ip oder Iyz Ip .

OBDA sci  I
,

c- Ip .
Dann  ist

at be Ip a- I.

a c- I  =) - a  e  I  ist Klar
.

a.CA
,

XEI =) axe  I I st Auch Klar
.

Es gilt 1€ I
,

denn let Ix Her
.

Also  irt IEI und natural
is Ice Suprenum ton ( Ixlxen in Z

.

Korokar

?
fedes Ideal I # A ist is even maxima ten Ideal enthaken

.

Beweis : Wende obigenSatz auf AII an  and benutze $1.10
.

Korollar

?
fete Nicht - Einheitwn A is in eeuem maxima ten kkdenthaken

.
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Def

?°
Ein Ring A heipt lokal

, falls er gender an maxima ks Idea (

besitzt
.

Bei

spied?
A Feder Kerper ist

ein
( draw Ring

A Sei VEX ] do Poly nanny Eber einem Keeper K in  ever Variables
.

Es ist

Ideals ( KEX ]/(×2 ) ) = { IIKEX ] I ( k ) c- I|
fei (X 2) EI

.

Da KEX ] Haeptidedrig = , I = ( f ) far an fe KEY

⇒ gf - XZ fir  an g c. KEY
⇒ dgf ⇐ 2

1. dgf = 0 ⇒ f Einheit  ⇒  I  = KLI ]

2. off = 1 ⇒ f-=  a Xtb
, g= Htd

,
X2=acX2+ (adtb c) Xtbd

=) a
,

c Einhe . Len
,

b=o ode D= 0

Damit  adtbc  =o  muss also b=O ud d = 0 =) f=  a X =)  I=CX )

3. off = 2 ⇒ f.  a x4bX+c
, g Einhet  =) b=  czo ⇒ ( f) = ( X 2)

.

Also ist
Ideals ( Kinkel = { 04 ( x ), Keuka }

⇒ Spec ( KLIIKXY ) = { ( × ) } ⇒ UTXKCXY lokal

2.3
.

Minimal Idea k libung
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2.4 Radikak

Def
. Does Nilradikal cines Rigs A  ist

Nil (A) . - = { XEA I × it  nilpknt )
.

Lemma ?Ni CA ) ist  ein Ideal in A and Nil ( Atrium ) = 0
.

Bewa 's Hoban in do lisung (Aulgde 1.53 ) bereits gesehen
,

dass Nil (A) assexhksan

Unlv + .

AS gesdlossa unto - and Multiplication  mit A ist Klar .  → Nil A) Ideal
.

Sci t.CA/NiccA)nilpoLent .  ⇒ Xn e Nil CH ⇒ KYM = 0 ⇒ xe Nil A) ⇒  E=o
.


