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2.4 Vorksuug 4 (28.10.16 )

Satz '
Nil (A) = A P

.

Pespec A

Beweis : Sci

Napoca
.

Wir Wisse -

,
class N ah Ideal is

.

So XENIKA )
.

Dann  ist  the 0 far an  nekl
.

1st Pespec A
,

so  ist also  ×
" EP

.
Da P

Prim
, folgt XEP ( 21.3 and lndnktion )

.

⇒ Xe N
.

 ⇒ Nil (A) a.
 

NSci andere suits xe AINICA )
. Wollen zeiga ,

classx¢N.

( ⇒NeNila )
.

)

fei I die Menge ake bleak I in A  mit de Eignschaftxn¢Ifar allen > 0
.

Es  ist OEI
,

also It 0 .

Scitakenone Ketle  in I bzgl.
=

.

Dann  ist In. UI, an Ideal and xne I th > 0 ⇒ I a I ist Superman
ten

wn ( IAyen in I
.

Zorns Lemma 24 nun
,

class 2- an maxima ks ElementPhat .

Beh :P ist Prim ideal
. Weger ×4P

, folgt X¢I  and we sind fertig .

Bew : feieu a
,

be A Mit a¢P und b¢P
.

Dann Sind Pt (a) and Pt G)
Ideate

,
die edt groper als P sind

. Wesen der Maxim ah ' tat wn P
,

Sind sie  night  in I enthaken
.

Es gist  also n
,

meal mit

HEPt (a)
,

Xm e Pt (b)

⇒ xn = ft  ac,
xm = f

'

+bd fir geuisse f
,ftp.qdc.A

⇒ Xntm
= ffl + fbc  + fact cdab

÷ P E ( as )

=) Xntmcp + ( as )

Also gilt Pt ( a b) ¢ -2
,

Dann gilt also died a
,

be P
,

denn
underuse its were Pt Cab) =P e -21

.
Also  ist P prim .
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Korokar

?
Sci IIA

.

Dann  ist VI :  a { XEAIX "

a I } an Ideal in A

und
✓ I = AP .

Pespec A

Pz  I

Man nennt VI das Radikalwn I

Beweis : Wende 2.41 eeufad def AII  an :

Nil CA II ) = { IEHI nilpokn} = VI

Nil ( AIII = A P = AP.

Pe Spec ( Alt ) Pesrec A
PZI

Def : I ± A heipt Radikal ideal
,

falls VI - I
.

Beispiel ?A Es gilt ✓v¥= VI
,

d.h.VE is Radihalided
.

A In KIX ] gilt ✓(xT = ( X )
.

lnsksondoe ist (X ) Radikalidd
.

A In E gilt VKT = (2)
.

Lemma
!

Tales Prim idealist Radikalideel
.

Beweis : fei Pespec A
.

Sci XEVP
,
d. h xnep

.

1st n=t
,

so  it xep
.

Sci also  n > 1
.  - , Xn = × . xnt e P

.
Da P prim fdgt XEP ode xntep

,

→ lndnhkon zagt ,
class xep

.
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Def : Man mmt

ya . (A) :-. A M

MEMAKA )

does Jacobson Radikal von A
.

Lemmaf

Xofac (A) ⇐ , txy ist Einheit for  alley EA
.

Beweis :

"

⇒
"

: Angenomnen
,

1- xy wave bone Einhuit
.

Nad Korokar 2. 2. g gist
es dann MGMAXCA ) met 1- ty c. M

.
Also xefad A) a. M ⇒ xgam

=) t.CM =) M = A LY Also muss 1- Xy Einheit seen
"

⇐ ? Angewmmcn
,

es gist Me Max (A) Mit x¢M . Da M maximal
,

gilt ( M
,

X ) = A
.

Es gist also m.CM
, yet nit 1=m + xy .  ⇒ t.yc.tl

⇒ 1- xy bein Einheit K
.  ⇒ Xe M KM e Max (A) ⇒ xefada )

,

2.5 Algebraist Geometric

Algebraischc Geometric it das Stadium  wn Nukskkeamengawn
Syskmen  wn Pdguomen in  melee Variables ( algebraist Menges ?

Sei Ran Ring und 1 eine Menge -PolynomnvgR[ Qxkeis .

Utoungsaufgabe 2. 3d : 1st B eire R - Atsebra and b : :( bx

)*^EB^ ,

so gist es einen eindeeetigen R - Alsebrenmorpkismus

REKx.hu ] - > B
Mit

Xx - > bx
.
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Fir feRLTK.h.cn ]

Schreiber

win f ( b ) far das Bild unkr diesen

Mwphismus .

Dam  it erhaken wor nun einen R . Alsebrenmorphismus

01 : R # *  is - Maps (

B^
,

B 1

f 1- > ( b t > f( b ) )

Das Bild dieses Morphismus ist die R - Algebra do Polynonfunktionen
aufBn.

Def ?Die Nukskknmenge envteilmeye SERLTX the if Eber B ist

Zg(B)±{beBn1 f(b)=O tfes }
Dies TeilmengenwnB^heifer and acgebraisehe Menger .

Ein
"

Polynomsgskm
"

S besdreist  also eehe Wildey

Zs : RCALG → Sets

p E

Kakgorie kommatativer Kaksoiedr

R - Algebra µeum
) siehehsng 3

1St 4

:B
→ Bl am R - Alsebrenmorphismus

,
so chalk - win kanonisd

Zs ( y ) : Zs

(B)
→ Zs ( B

' )

( b
, )¥n→ (

Kbx
.
) )

x. ^

Nennen Zs den durd S definoerkn Nullsklknfunktor
.
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Lemma

?
Es gilt Zs = Zcs , ,

also Zs

(B)
= Zcs, (B) far  alk R - Algebra B

t das  wn S erzeeegk Ideal
.

Beweis Klar
.

fedes Ideal I 's R[ Qxlxa ] definiof also  eixn Nukskkenfunktor Zt .

3

Trager.
Warum variiot man liberate R - Algebra 2

=) Weil man  nnr so die gesamle Struktw side ¥4

Bsp ?Sci S= {112-2} a- QLI ]
.

Es is Zs ( a) = 01
,

also ZSCR )={±R3
.

Wide man das nw  Iser Q betrachkn
,

Warde das  also genduso
Anssehen  wie die Nuksklleumenge wn { 13

.

Erste Ese Erweilrungen
Lvitt  Mehr zum Vorsdrein

,

Nun  ist  aber jede R . Algebra  is  morph an einem Quotients RQXXIKNVI
fir an ^ and an Ideal I (Utsunssanfgabe 2.34

.

,

⇒ peak R - Algebra detinivt einenNwllskllenfunhtor  und '

Geometric ?

At hie far Expvten .

Wollen  also eire Definition die nrht  under Wahl doPriantatontkckxeikt
ashengk .

Wir gehen we fdgt nor

ltbungsanfgak 2.3 d. Wir haben kanonixhe Bijekkon

B^
= Homa.µg( Picked ,

B)Es ist ZdB7=B^fir does Null ideal in RKXX) *  is ,
dh

Zot ) = Homa.µg( R # *  is ,
- )
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fei nun I 's RE ( Xxlxei .

Zo§7=B
'

= Homa.µg( Rltklxod ,

B)
c-

Z±(B)= { 4 e Homa .↳CRaked

is
.

)
, Iekerq }

a Hompnag ( R # Her ]/I
,B)Also :

ZIH x Hong.µg( Rkkixeitk
,

- ) far Ittktkba ]
.

Mit dieses Sichtweise definieen war far eire R - Algebra A :

ZAG) :  = Homa.µg(A ,
- )

.

Das kookiest die "

Geometric
"

wn A
.

WahlenWu one Presentation

At R [ ( bbc.it/I
,

So  is ZAL ) ~- ZIG ) (als Funhtoen )
.

In do Tat kann man Zeiger : A  x A
'

⇐ ) ZAH a Za , f) (als Funhtoren )
( Yoneda Lemma ) ...

BSPF
Die bleak I. = ( X ) and It :-( XY in QLI ] Sind uersuhieden

. Also

silken  ihre Nullskllenfunhtora duel versuhueden gain
.

ZICQ ) = 9 0 } = Z ,±( Q )

Seiabo A :-. QEHKXY
,

line a. Algebra .

Dann gilt

ZICA )= SO } , ZI , CAI = { 0
,

X } !
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Betradkt man  nw Lssungen in Ksrpvn,
kann  man  midst new olks

untoscheiden .

Trotzdem  ist das der natural Fall
.

Def

!
Far be R - Algebra A definioen wrr die Meuse do Ork als

La (A) ÷ { YEZAK) a Homnagtt ,
21 / List Koper}

Definer darauf eine
'

A guivakntrelation wie fdgt : Sui ye ZACL)
lend 41 GZACL

' )
.

Dann sci y ~ 41 gender dann
,

wenn an

Diasramm L
"

r
'

a

L Ll

.
A

4 '

mit eirem Koper L
"

exist 'ot
.

1st nun yelodt )
, 4. A→L

,
so ist Py :  - Key = 6-  ' 6) e Spee A !

1st y ~ y
'

,
so  ist Py = Pq .

Wir bekommen so Atbldung

Loe CA )/~ - → Spec (A)

In der Tat  ist dies Abbildung einc Bijektion : Tales Pespec A
definite kanonisdeinen ErweiterungskdrpeAlp - > KCP) -Fracttlp )
and ww bekommen A  → Alp - > KLP)

.
Far MEMAXCA ) ist KCMKAIM

.

Details zuklp ) spoiler.

dh also :

Primi deak wn A  ¥
Korpvwertgelosunsen

des

non ( einer Presentation  wn ) A

definivkn Poly non  systems !
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7

Wichtigr Fall : K ein Koper and A one K . Algebra
.

1st He ZACKK Homa.µgtA,
k )

,
so  ist he bereits  swjektiv.

Folgtds ist Py = Key e Max (A)
.

Haber daher ZACK) - Max (A)

D as ist nicht notwendsg eire Bijektion ,
ZB

.

ist ( X 2- 2) EMAXCQLII )
,

also QQJK e- 2)
= QC VI ) ZQ ;

kommt  also  naht Lotuy Eber Q .


