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Vorksuughj (2.11.16 )

2. 6 Zariski - Topdogie

Erinnvung

: Eihe Topdogie of einer Meuse X ist eine Merge
U wn Teilmengen wn X

, genannt  offenetilmengcn,
sodass gilt :

a) 0 ,
XEU

b) Nist abgesdlossen  unto Veranigungen ( awl unendlahen )
c) U ist abgesihlossa untr  end lichen Sihnitten

.

Kompkmenle offence Teilmenge hapen  abgeschlossen . Eine

Ahdildury f : X - Y Zuisden topologischen Raiemes heipt stetg , falls
Ursilde offenv Mensen  offer and

,
dh I'M a- X often tfkyoflen

.

Bsp ?Sci ( X
, d) eh metnische Rdnm

,
ZB

.
R

"

mit Standard metik
.

Sei U die Menge beliebisu Vveinigungen wn Umgebungen Uecx)

Mit XGX
,

as O .
Dann  ist N eine Topologie . Stetigkeit zuischea

me this  chen Raimen ( e - or Kriterium ) is Equivalent zu Urbilde oflener

Menger Sind offer
.

Die Menge 7h do a }geshlossenentilmengesofulk :

a) 0, xez
b) 2-  ist abseschlossen  unto Sdnnitku ( and uneudhehe)
c) To  ist  a } gesdlossa center end tether Veeouigungen,

Anderuseits defining die Kompkmente so eines Mengensyslems Z eineTopologies
,

der - abqschtssene Teilmensen gender die Mensen in 2- Sind
.

Eine Absildung is stety gender dann
,

mean Urbkder abgesdlossenr
Tel merger  abgesdlossn sind

.
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Der

AbschlussJeinerMengeSaXistdiekbinsLeSenthaKendeadsesdlosseneTeilmengewnX.EsistJ-AZzcXaJgenUScZMansagt.SistdichtinXwennS-X.Wd6nnhneireTopo.giedefSpeaAdefinieoyder-abgesdlossemTeiLmengesiMengenderkirperwertishLosuyueicsPo1gnomsyskmientspredren.Bsp.S-SXY3aKEhY3.NuVsk16nmengeistgeometiaLf.o.KorperwertiseLisunsesindNDiePunkkfyOdqD.xeU4entsprenddenmaxima6-1dea6nUtxihundHiY-D.DDiedewddiebeednPrimideakCX1lYkSpeelkIiYJdefinieten4Punkk4deundiesedefinEenALgebamo-phismusVExidkxy-s@aid4xyDknxVEts-sucHutxiiHxn-sUcxineicnUocperuuddamitkdrperwertigeLisuzwnS.EssinddsosenaudeeIberSliegendenPrimideak.l
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Def

?
Eir are Teilmenge Seine , Rings A definite , wiv .

V ( S ) :  = { Pespeet / g =p }
✓ for " Kriete '

Lemmas:D
iese Mensen definite die  abgeschlossenen Menges ever

Topologieauf Spec A. Dies word Zari ski - Topologies genaunt .

Beweis : Es ist KO ) = Spat und VC A) = 0
.

Sicherhih gilt US ) = V( 15¥ daswnsrtwsk Ideal
.

Sci also ( Ix ) #
eire Familie  non ldeakn  in A

.

Belt V ( ¥7 ) = A V C It ) ⇒ assesdbsu - unto sohu.tk -

Xer

Bew : Poll ( VI. )⇐, U It a- P

⇐ Is =P th

⇐PEVCIX ) th # Pe Darned
Bel : ✓ ( Itf ) = V ( I ) U V ( f ) ⇒ absesdlossenunkr  endhiheekreinyunge

Bew : Pe V ( If ) ⇐ If =P ⇐ ) IEP ode F =P
,

da

P prim ( § 2.1 )
.

lemme
1st f : A  → B

einRigmorphosmus, so is f* : Spec B → Spec A

sktig .

Bewei 's .

Beh : (f*5
'

( VCI ) ) = V ( ft ) ) ⇒ Urbikkabsesdl . Talmage
Sind absesuk ⇒ skkg ,
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Bew :

(f*T ' ( VII ) = { tespu BHHHEKI )}
= { fespecbl FYHEVCIR

= { fespub I I c- f- ' CL) }

¥{ fe Spec BI HI ) a- of }
A HFCH ) ef

Is f-
 '

( f ( II )

= V( f( It )
.

7

Korokar (Ebnng 3.4

:)
Spec . Cring → Top ist ein Funk to

Def !Fir ein  Teilnsenge Y a- Spat definieen win ICY ) :=p?yP.

Wir haben  nun Atsildunger

Ideals (A) €Subsets (Spec A)
←
I

Nad Konstruktion Sind diese inklusionsumkehreud
,

also

y a- f
'

⇒ V ( f ) 2 KF ')

Y a- Y
'

=) ICY ) z ICYD

Lemma ?fei A an Ring ,
JIA  and Y a- Speed .

a) ✓ ICYT = ICY )

b) IC ✓ ( f ) ) =

VFc) V ( ICY ) ) = T
d) V und I indntiea paavcise  inverse Bijektonen

✓

Rcdikalideab in A ¥ abgesdlossene Tekmengen
I in Spee A
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Bew :

a) xne ICY ) = pffyp ⇒ NED HPEY ⇒ XEPKPEY da P prim  and

80mA Radikal ( 2. 4.2 ) ⇒ xe ICY ) ⇒ a)

b) I ( rtf ) ) a NP a AP = VF had 2.42

Pevtf ) JEP

c) 1st PEY ,
so it ICYI c- P ⇒ PEVCICH ) ⇒ YEVCICYD

.

WeitownistVlICYDabseschlossen.SeiZeSpecAabgesuh6ssenmitYcZ.EsistZ-VCDfireenfdA.WesenYEKHgiLtJsPtPc.Y-sfEp@yP-IlY1-7fcIlY1-sVCH2VCICybdh.VCICyDistduekkinsLeYewthaKendeTeiLmenge-sVCICyD-T.dFo2gtsofortansa.4a.BemYDieZariski-TopologieisteinesehrungewohnkLheTopdgie.Z.B.gpstesnizhtabgesdlossenePunkk.1nSpecEistCo3dicht.l

( ein sogenanntr generis .hr Punkt )
.

|m Allgemeine n :  abgeszh ↳ sane Punkk  =Mae (A)
.

Wir betrachkn dies Topologies  ahfaeh als Hilfsmittel, um  intresssnte Fraga
Zu sklkn  and geuisse Eigensdsafkn  wn Spec A 7h Sesdreiben

.

z .
B irreduzibk Komponenlen

.

Klee
'
?

KEKY ](( xy ) = #
= .

ist die  Vereeniging wnzua
' Uomponenkn !

Def

?
Ein topologists Raem X heft Erednztel

,
falls kt0 and

X kann  nidt ads Vereeniging nnht Keer  absesctdosseno Telmengan
geschrieben werden

,
dh X= Z

, uZz unit Zazz ssgeschlossen
⇒ Z

,
= X ale Zz = X

.
( vg 1. Prim  ideal !)
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Bene
Dieso Begriff ist far

"

gewdnhihi Topologies  etwas komisel . R Mit

der gewehnlihen Topologies  ist redutisel
,

denn R=Gx,O]u[O ,
a)

,
beside Menger Sind asgesdsbssen

"

Problem
"

hiv : zu  niece absesdlosseue Menger .

Das is sci do Zari ski -

Topologies nicht do Fall
.

Lemma " Fur even topologist -
Raum XEO is Equivalent :

a) X ist  irrednatel

b) fe zueinicltKee  offene Teilmengen ion X hates mist teen Sdnitt
.

Beweis
X= Znu Zz ⇒ 0 = XVZ

, utz ) = ( X\Zd n (KZD .

Nun Klar
.

Def
?5

fci (X
,

U ) oh topologisdnv Raum and YEX
.

Dann definiot
{ YNUIUEU } ein Topologies duf Y ( induzivktopolos :c) .

Nennen

Y irrednzisd
,

falls irredeezisel Mit dieso Topdog :c
.


