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3.2
.

Konstruktione - mit Modula

Folgendes ist  akes analog zu Vehtorraumen :

A Isomorphism  = bigektire Morphemes
A 1st f : kiw Model morphismus,

so haber was

Sub module , ( V ) = Submodules ( w )
Vl 1- f ( v

')

f '

( w
' ) ← I W

'

lnsbesondoe sind Kof c- V
,

lmfew Unknown
1st f surjehtir ,

so  ist

{ V
'

a- V Unkrmodnlmit Vlekof } a Submodules ( w )
.

In sbesondoe is fir UEV Unleaded

{ V 's V Unkmodnlmit Us V
'

} a Submodules ( Hu)
.

* Quotienku had Untemodeln ( t univenke Eugenahaft)
ADireklesprodnktftfnk

hen Modin ( + univ . Eisensdaft )

t Direhksumme QznVx={ ( we .TV ,
1 b=o far fast diet } s IVT

* Summer  und Schnitk non Unlermoduln
* lsomorphiesatze
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*
" Einsdranken de Strada r

"
(Pullback) :

1St y : A  → B au Ringmorphismus and W au B- Model
,

so wind

W ZU einem A - Model dead

aw :  = y( a) W

Man Streett died WA fir diesen Model ( he ignored )
.

Ein B- Modnlmorphismus f : W -1W
'

ist dann automatist and

al A. Modnlmwrphismus WA -  ' WA .

m ,
bekomme - Funktor f)

A
: Mod (B) → Moda )

,

3.3
. Erzeugendensyskme

Ht S
.

ein Teetmenp eines A- Models V
,

soexisted an andeutiger
kleinskr S enthral lender Untrmalubnamhob

AS :-. Au = { Faces law , sees
,

Had
.

USV Unto  model

Sen

=

" endlehe Linearbomb
, 

' nation  en de Etemenkausf
"

Man rent S Erzeugendensyskn von AS
. Feder A- Model S hat

an Erzeegendensyskm .DefteiVein A- Model
. Man  nennt

YAH ) :-. Min { Isl | S Erzeusendensgskm von V }
die minimal Ertengendenzahl non V

.

Ein mini Males Erzeugenden system ist ein Erzeusenden system ,
das minimal

btgl .
Intrusion ist

.

Man nennt V eudkd ozeeyt ,
falls PAN) < x

( d.L.es existed eudliches Erzeusendensgslem)
.
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Die Faye YAW ) < X und yAN) =  x

vvhaKensidetwasgegensatzGLh.i@DieminimakErzeugendenzaLlexisEiertimnner.daKardinaltahknwolLgeordnetOrynfV1sw.HieexistiertnatirlEheinminimaksErzergeudensystemHtaberSeenminimaksErzengende-sysLem.somussnicLtnotwendigpAwKlSlgelLen.1Betradkz.B

.

den E- Model E
.

Hiv  ist { 2,33 mini males Erzeusenden system ,
also # E) =L

,
denn

I word von 913 erzeegt !

Es gilt also zumindest fdsendes Lemma
.

Lemma ?1st V eudlid erzeugtv A - Model
, so as that jedes Erzeusenden -

system W - V ein adhehes Erzeeesendensyslen .

Beweis : Sei St ( s than beliebiges Erzeugendensyvkm  wn V. Da Vendlid

ezeust , gist es % ... , vne
✓ not V= Are +

.
. . + Avn .

Far jedes in
, . ,n gist

es endure Teilmeye Ai  a- A Mit

vi. Z aus
XEAI

feiN :-. ¥eti .

Dass  ist end like Menge and (sxk.eu ist Erzaegen -

den system .

�2� PAN) = a
.

Hiv muss ein mini males Ertengendensyskm nidt notweudej
existioen

, z B. hat do E- Model Q thins ( sieheubung)
Es gilt abe  in Gcgensatzzu �1� :
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7-4Lemma

?
1st YAH = x and besitzt Van  minim  ales Erzeugendensyskm S

,

so gilt bouts palr) = Isl
.

Beweis , See T c- V ein Erzeugendea  system  unit pA(M= ITI
.

Sei S = { sxlxen ah mini males Erzugendensydem .

Zu jedem EET

gist es ease  endliche Tednenge At a- A  unit te E.nttsx .

fei N : - ¥,t£ .

Dann  ist S Saxon , Erzeusendensgs Leas
.

Da  aber S

minimal
,

muss Air gelkn .
Nun ist InkIN 1

itITK YACV)
.

4N
Vereinigung rise dual T

inditivk  endlich Menger .

Dalila  x
,

bleist Karolina litat
glad .

3.4 Frere Modula

Def ?Sei Vein A- Model
. Eineteilmenge S={ sxlxon wn V kept

linear unabhaingig, falls jede Relation

2- as = o

Net ended

beeits as = 0 kt impwzert .
Ein linear unabhengiges Erzenseaden -

system  wn V heipt Basis
.

Man sagt,
Vist fewer A- Model

, falls V

eeke Basis besitzt
.

Bsp

?
1st K ein Koper

,
so  Et jede K - Modin fci G- Vehtorranme)

.

Lemma

?
1st S= (Sd # are Basis wn V

,
so besittt jades re Veehe

eindaetige Darskllung v= feats ,
dh

. v=§aaxsx= Eats ⇒ ask.tt .

Beweis ' War Wege linear Unabkangcg Und Erzeufenclen  system.
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Lemma

!
Vist fci genan dam

,
wenn Ve At "

= ffnt fir eine Mengel
.

Zeweis : Eine Basis (b) #
von V defined einen Isomorphism us

V re AU )
, vxhex ( eel on

,
0

, 1,0 , . ,

01 )
Tposik'

or t

und umgebehrt liefot an Isomorphism At '
a V dwd Bilder do e ,

eire Basis

DeftEin Torsions  element eines A- Models V ist an VEV
,

sodasses
even Nicht - Nuh Leiter a c- A gist mit ar=O

.
Es sci TCV) die Merge

do Torsions element  non V
.

Lemma ?TwistUntvmodnl non V
.

Bevans
: OETCV ) Har

.
Sien v.v

' ETCV )
.

Es gist dann Niit - Null Later

a. a
'

c. A  Mit ar=O
,

a
'

v
'

= 0
.

Dawn  ist died aal Nicht - Nukteilo

und aa ' ( v t V 1) =  aalv +  aalvl  
=  a

'
au +  adv '

= 0
,

also Vtv
' GTCV )

.

Weilerhin  ist a ( a
"

v ) = a "ar=O ⇒ a
"

re TCV) ka " .CA .

Lemma ?1st V fveoer A- Model
,

so ist TCD =O
.

Beweis : Sei S= (5) x.cn
eine Basis  non V. Sei VETCV ) and a .CA Nicht -

Nulkeikr hit av=O
.

Es is v= Erath far gewisse ate A
,

also

0 - av  a Eenaqyx .
Da S Borsos

, fdgt a # Kt
.

Da a Nicht - Nulkeib
,

gilt ax⇒ Vt , d. hv=O
.

Korolkr

!
1st TCH * 0

,
so ist V bein freier Model

.
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Bsp

?
Betradte In E als E- Model

.

Es  ist IT Eh E) = EKE
,

also is THE
been fries I - Model

,

Lemmdi

Sci At 0 und V ah freer A- Model
.

Eine Basis non Vist

ein mini males Erzeugenden system .

Beweis : fei

(E)
x.cn

Basis von
✓

.
Sei

Nfl
,

sodass ( Sba ,
immer

nod Erzengenden system .

Sci  ye AN .
Dann  ist

Sp = Zaxs ,
ten '

fitgewisse ate A. Folded In .GS
-

set ,
das  ist abe Widespread

Zu (5) * Basis
.

KorollaidSeif # 0 and V endlich erzeugtr fciv A- Model
.

Dann hat jede
Basis non A  nur ended viek Element

.

Beware Folgt so fort des Lemma 3.4.10 und Lemma 3. 3.2 ( jedss Erzeugen -

den system enthatt end kites Erzeusenden system )
.

Satz 'tfei At 0 and V freier A- Model
.

Dam haben alk Barn  wn V die

gleiche Hardin  alitat
,

und dies  ist glut de minima ten Erzengendenzahl .

Diese Hardin ah ' tat kept do Rang ( oder Dimension ) run V
,

geschrieben
rkV

.

Beweis Betsachk Zwei Faille
.

pA( v) = x : fei Seine Basis einstein A - Models V mit path = a

Wissen
,

had Lemma 3.4.10
,

class S minima ( es Erzeeegende - system ist
.

Lemma 3. 3.3 impliziert berets 1St # (V)
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,
geht  and far  =x

Ynlv) < x : Sci M Maxim  ales Ideal in A
.

Dann  ist K .
. = AIM Koerper

.

Da M Ideal
,

is MV = S Eomivo I mien
,

vie V} Unkrmodul wn H Der A- Model
VIMV istdann hanonisd AIM - Model

,
also K - Vektorrdum

.

Sei nun ( sn , ,sn ) A - Basis von V
.

Dann  ist ( SI
.

, F) eire K - Basis
wn YMV

,
denn : Dass I , ,

I Vtuv uto K erteusen
,

is Klar
.

Sci andere  suits

II. at E. to ⇒Fence is : EMV

⇒ I{naisi  
= II misc .  Mit  mien

⇒ ai  = mi Fi da (sn , ... .sn ) Basis  ⇒ aiem Fi  
⇒ at ⇒ Ki

Es gilt also n= dimk Hmv far ate A- Bases  non V.Beni:3
ltberdem Nuking A=o ist AN = 0 K Mensen A

,
die here - Modula

Sind also die Nullmoduln und haben keinn wohldefinierkn Rang .Benny
Vibe nichtkommutativen Ringen muss das nidt stimmen

. Es gistAt 0

MitAna AmalsA . Modula fir alkmm > 0 !

15

Lemma : Sien V
,

W free A - Modula
.

Dann ist had Wahl non Basen

Homa ( V
,

W ) = Matrhvxrhw(A)als A- Model n

Beweis :
Wie indo linemen Algebra


