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3. 5. Endlich erzeegte Modula

In diesem Abschnitt ednigespetiawtakn far endlidozeuste Modula
,

die far
unendlids ozeugle Modula in Allgemeine , falschsind .

Lemma ?1st Vein ended erzeugto - A- Model
,

so  ist jede echte Untenable
in einem  maxima ten Untvmodul euthalkn

.
1st kto

,
so besitzt V insesondere

even maxima leu Untvmodul
.

Beweis : Sei { % .

,
v

,
} Erzeusenden system non

V und UFV Unto model
.

Sen Z die Merge alter eaten Unknown
,

die U enthaken
.

Es ist

UGE
,

also -2*0
.

Sci ( Wx ) # Ketk in Z
.

Dann  ist

W :  a Uwx
X.cn

ein Untemodnl wn V
. Angenommen

,
V=W

.

Far jedes  i  =t
, .

,
n g. It es

dam t.cm it vie Wxo .

Seri W
, do ydpk do Wxi ( geht , da Uette )

,

Dann  ist  4. .

, vnewx ⇒ V= W
,

tf zu Wx EI and damit  edle Unterman
.

Also  is W § V and dam
. it WEE Aussge fdgf nun dies Zorns Lemma

Bem ?Fir  unendlid erzeusk Modula  muss das  nidt  stinmen
,

2 B
.

hat Q ds E- Model

Kline - maxima ten Untomodul (siehe Ujung)
.

Lemma Kayley - Hamilton

Psi
V ein end hits erzeuslo A . Model

,
down n

Ekmenten erzeugt warden Kann
. Sci IIA an Ideal und

feEndAH=Homa(

YH
m it f ( V ) c-

IV.
Dann gist es monisuhes Poly nom

p = X
"

+ an X
" "

t.it an e AEX }
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Mit

0

=p
1

f)
=

fn
+ a.

f
"

+
.

.  . + a
,

to
.

Es ist weilerhin aio Ii
.

Beweis : Sien % .

,
vn Erzeuger non V

.
Konner daun  schreiber

(1)

flri
) = ¥gn aijrg

for gewisse age I
.

Sci M 's ( a ;D e Math ) und r :-( % .

, ,rnleV
"

.

Kamen V ads ATXI - Model betradlen
,

sodas Xtbo

foperiot
,

dh
.

Xw:=f(w )
far well

.
Aus (1) folgt dann

( 111
.

- M

)÷nxn Matrix  user AEX ]

Multiplication  mi 't do adjunhkn Matrix non X1n - M vgist

dem) . v = 0
,

= :p (X) e ALI ]

dh PCX) vi. 0 far able o
,

dh p
(f.)= 0 da X

uiberf
open 'ot

.

Das Polynom ost monish ( Al
. Leitkoeffizient 1 und do Koeffizient

ai wn to ist  in Ii enthalten )
.

Korollar

?
fei V eudhil erzeugto A - Model and I 's A Ideal mtt IKV

.

Dann gist  es ae A wit a = 1 mod I und aV=O
.

Beweis , Sci

f=idre
Endau)

.

Nad Cagley - Hamilton gist  es dam
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p = X
"

+ a. X
" "

t ... + an e AEX ] hit p

(f)
= 0 und ai c. I Ki

See a := 1 t art - tan .

Dann gilt a = 1 mod I und aV=O
.

Korol

kr5(
Nakayama s Lemma ) Sei V end hits erzeugtr A - Malik and

II A evn Ideal unit  I Efac (A) .
1st IKV

,
so gilt V=O

.

Beweis : Nad Korokar 3. 5.4 gist es a c- A unit  a=1 mod I und

aV=O
. Da 1- a a I a- fact , fodgt unit Lemma 24.5

,
dass

a EAX
. Wegen  aV=O

,
muss dann  also VAO Sein

.

Korolkr !Sci V endlich ozeugkr A- Model
,

U a- V Unkrmodul und I±A
Mit  I a- fact .

Gilt V= IVTU
,

so  muss beats U=V Sein
.

Beweis : KIVTU ⇒ Yu = ILYU )
.

Also Yu -0 ⇒ KU Mit

Nakayama 's Lemma
.

Korokar ?Sci A en lokabr Ring mit  maxima km Ideal M
.

Sci K :-. AIM
.

fei V ein endlich ezeugto A - Model und % .

, he V
,

sodass

VI. .

, Ie HMV erne K - Basis Sind
. Dann erzensen  y , , vn beats V and

bitten minimal Erzengenden system .

Beweis : Sci U :  = At % ,
up c- V. Nad Annahmeist ( Ut MV) /µr= YMV

,

also Ut MV= V. Das Korotlar 3. 5.6 implizivt nun Uak
Minimal ' tat folgt,

da Vektorraumbasis minimal
.

Korollar

?
Sci Vendliderzeugter A - Model and f : V→V A- Modulmorphismus

.

1st f surjehtiv, so  ist f berets bijektiv.

Beweis : Betrachte V als ATXJ - Model
,

sodass X uto f open
' et

.
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Sci I.  = ( × ) is AFX ]
.

Da f surjektir, gilt  IV=V
.

Cagley . Hamilton  angwandt dif den AFX ] . Model no - phismu idr :V→V

gist Pobrnm
p=yn+ a ,ym+

.
. + an ECATXJKY ]

, aiet

Mit PC idr )=O ,
d. L -

O= idnrt an idY' +
... + an =  idr + a. id +

... + an
.

D a a c. e It ( X )
,

gist  es aj , . , aye ATX ] hit at X=q .

.

Se '

qi  = - ( as 't
. " + an

' )
Dann gilt

0 - ( 1- of Xlv
,

dh v=(qXk her
.

×°E→ot set
0=1 - off)f = , q( f) f = 1

E End A ( n

⇒ f hat Umkehrassildng qlfl

Korollar ?Sed Vendhih erzeugte free A- Model and n :=rkV
. Dann

ist jedes Erzeugendensyslem  ons n Element berates  one Basis  non V.

Beweis : Seien % , .vn Erzeuger .

Das de finiet swjektiveu A - Modulmorphimus

An # V
.

Da V free .

wm Rang n gist es Isomorphism as VtsAn
.

Wir uhaken  also eine suqehtiven Morph ismus An → An. Nad Kordkr

3. 5.8 ist dies bereits Isomorphism us
.

Dann  is also died f= ( f g) g-
I

ein Isomorphism us und dam it ftp..vn ) Basis


