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3.6 Tensorprodnkle

Sei A einRing und seen K
,
K

,
W A - Moduln

.

Def

?
Eine Abbildung f : V. XV

,
→ W heipt A - bilinear

,
falls sie Atinear

in beiden Komponenten  is
, d. h

.

fly
,
-1 : k → W A- linear Kriek

ftivd : V. → W A- linear they

Es sci Bilalkik ; w ) die Menge dieso Assildugen .

Frye ?Girst es A- Model T
,

sodas, BLACK
,
k ;

w) xHomAG,
w ) 3

Satz ?Ja ! Proiziso : feien K
, kzwei A - Modnln

.

Dann gist es  an Paar CIE)
besthenddns even A- Moduli and einer A- bilinear  n Aslildeng

I : V
,

XVZ - T ( die "
universe He bilinear Aug 'D

sodas gi 't :

a) 1st Weir A - Mahl und fe Bila ( k, K ; W)
,

so gist  es

eeien eindeutigen Morphosnus IEHOMACT,
w ) sodas ,

T #
, W

TT
7

kommutiert
.

kxkIf
b) ( It ) ist Universal

,
d.h

.

ist ( Tl
,

E) ah anders Paar  mit  obigo
Eigensdaft ,

so gist es even audeutigen Isomorphism us j :T=sT
'
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sodas
,

T Ita to

kommutiot
.

kxk

Beweis :

a) sci
c. = AHN"

= ¥.ie#ri
Das  ist der free A- Model unit Basis V. XK .

Ein Element wn C

ist also under Form

¥gai ( %
,

Va. )
,

ai.CA
, kick

,
kick .

Sci nun D do dnrd folgende Element erzeugteUntomodulvonc
:

( Vetri , k ) - ( rend - Ki , k )
,

Kriek
, kek

( k , vztri ) - ( k , k ) - ( rnvz
' ) ,

kek
,

k
, rich

( an , k ) - a ( rn
, vz ) / a .cA , reek

, kek

( k , ah ) - a ( k
, k ) , a .CA

, v. ⇐ K
, kek

.

Sei dann T.cc/D.FurdasBitddesBasisekmentsCk,rdeCinTSchreiber wir v
, Ok .

Dann wird T run diesen Elements erzeugt
and es gilt
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( vntrj ) Q k = Vn QVZ + Vnl QK

Vn Q ( Vzt 4 ) = VNQK t  4 QK
'

( ah ) Q Vz =  a ( 4 Qk ) = rn Q ( a  k )
.

Die Asbildung I :Y×k→T, ( y , k ) to Karz ,
ist also bilinear

.

1st nun fe Bit ( k , K ;
W )

,
so ist shaken wrr eindeutigen A- Model

morphisnws
fl .

. C- > W

flkvnrd ) .

.= f(y
,

k )
( Anf Basis wn Cdefiniot )

and da f Bilinear
,

it Dekerfl
,

wir erhalkn  also A- Model-

morphisnus
I :T → W

VNQKH f(k
,

k )

Das Diagram
T £

, W

ET A
VNXVZ

kommutiot  also
.

Die Abiding fist dadwd and eeudutg festgelest .

1st andere suits fee Homa ( TW )
,

so  is FEEBKACK, k ; w )
.

Wir haben also

Bilnlk , k ;
w ) = Homa ( Tw )

.

b) Hasen I 'eBiLA( Vnk ; T
' )

.

Es existent  also eindeutiges je Homa GTT')
sodas

T # T
'

t t
'

t
thXVZ
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kommutiot
.

Andervseits ist TEBILA ( k
,

kit ) ,
es existed also

ahdeutises j
'

C. Homa ( TTT ) sodas ,

T
' #

et a
that

kommwtkrt
.

Dawn kommutrvt and

Tist ' d- T

E) Ti ' a ⇒ jjt = e

Vnxv ,

⇒ jj ( YQK ) = Yak

⇒ jig =  id

Und analog jg
'

=  id
.

Also j , j lsomorphusmen .

Def

!
Man nennt Tons dem Satz das Tensorprodukt  ion k and K

,

und sdreist date KQAK ,
oder hurt KQK wenn A Har  ist

.

BEMFDie Ekmente Yak nenut  man (elementary Tension
.

Ganz widkg : Ein beliebiges Element an V. QVZ ist nnht  non de Form

yah ,
Sandeen eire Linear kombi nation En

,

hi QK
,

.
soldier Element

.

Bem ?Man Kann  analog multilinear Abbildungen V.X.
. XK → W betradkn

Dazu Kann man and Wiede an Tennsorproduht th01 ... Qkkonstruieren mite
Mutt ( k , . . ,Vn ; W ) ~- Hong ( KQ . . QK

,
w )

.
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Lemma

?
Seven K

,
K

, B A - Modula
. Dann existiern kanonosuhe Isomorphism n

.

a) V
,

QK

-~
' K @ V.

,
re Qvz → KQK kommutativ

b) ( V. a k )abtkaka b) Is yakay assoziatir

( k QK ) a Vz 1→ th 0 ( Vz Qb ) H k Q Vz QVZ

~ distn '
.

c) ( Vr G- k ) Q Vz → ( Ve QB ) to ( k a Vg )
,

( 4 , may ts wears , hard butic

d) A QV
,

→~
Vn

,
a QV

,

talk
,

CA ist  Einheit stool at )

Beweis :

Achtung : ALL Abbildungen Sind nw auf A- Model ozeusan defined
.

WE missus linear for tsetzen und da die Tension tquevalenzklassh
Sind

,
and lwbhldefiniothutprufen !

Betradk - jetzt nw kaka K ok

,
Rest geht  analog .

Die Asbitdeg f : KXK → KQK
,

(%k ) h Kah
,

is bilinear
.

Bekommen  also andeutigee Morph ismus

I : Yak → Kok mit f~( rear )=f(%kI=ka%

Analog erhalku wir an en evolution Morphismus

g~ : Vz @ Vn→VNQVZ Mit GTKQK ) = th QK
.

Ofknsichttid gilt f~g~=id and of F - id
.
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Lemma

?
Sci  V ein A- Model .

Ern Marphismus f. W→W
'

Wu A- Model

Mduziert even Morphisnus

Vaaf : VOW - VQAW
'

VQW 1- > VQ f(w )

Wu A - Modula
.

- > VQA - : Mod ( A) → Moda ) it Funhtor
.

Beweis
:

Die Atsbildung Vxw → VQAW
'

,
(v. w ) hvaflw )

,
ist bilinear

und indnzivt dam it den angegebenen Morphis mus
.

3.7 Skalarerweiterung "

Erinnerungt. 1st y : A  → B Riymorphisnu, und W at B- Model
,

so

shaken wir A - Models truktw Anf W durd aw :  = he (a) w .

m Funhtor G)
A

: Mod ( B 7 → Moda
.

fetzt in die umgekehrte Richtug . Beadle
,

class  insbeondere B an

A- Model millet y .

Lemma ?Sci y : A  → B ein Ringmorphisnus and V ah A- Model
.

Dann gist es auf dem A-haul VB :  = BQAV eine audeutge
B-Modulstruhtw Mit

b. ( b
'

or ) = bb
'

or
.

1st f : V→W ein A- Modulmorphismus ,
so gist es even eeudeutgen

B- Modulmorphismus VB → WB
,

bavhs bafcr )
.

→ Funhtor f) B
: Mod (A) → Mod ( B )

.

Beweis . Klar (Ujung)
.
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g- 7

Ben

?
Genauer  Missle  man BQYV Schreiber

,
also das  maeht  niemand

.

1st A Interring wn B
,

so betrachkt  man  must far BQAV die Intrusion AIB
.

3.8 # ache Moduln

Viele Konzepte in der kommutatiren Algebra  sind durch Geometric
motiviot

.

"

Flachheit "

ist eins do wenigen Konzepte
,

das rein algebraist
motiviot ist ( far  alle geometrisohen Besdreibursen damn gist es igendeea

Gesenbeispielt.

Lehman
: Sci Vea A- Model und sci W '£WEW"

→

Oahe
 exahte Sequent

wn A- Modula
.

Dann  ist and die devd Anbeenden wn VQA - indnzierte

Sequent
vq.ws#tVaaW # →

VQW" -0
A

exakt
,

dh
. Vat  ist rechts - exakt

.

Beweis :

Si y := VQAF
,

dtr
. 4( raw' ) = Voldw ' ) und 4 :  = VQAG

,
NKVQWKVQHIW)

.

�1� Im 4 = Ker CVOAW
'

→ OKVQAW
'

, d.hr/swjektir

Sci Elna

:C
riawi

" ) EVQAW
'
! Da g surjektiv ( wesen Exaktheitl

, gist

es wiew mit glwi ) =wY
.

Nun gilt

y( Fail view ;D = I a :( v ;Qg( will = ? ai ( vi Qwi
")

Also of swjehtir .
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�2� Imyekerq :

404 ( raw ' ) =H(

vOxfCwY-tV0gfCw4-OdalmfeKergDannistauchr4oyoZIaiCviawiD-O-slmyeKer4.3OlmyzKer4iAchtung.Esgeniigtnicht.nwylvoxwk0-sVawelm6zu2eigen.l2eigendaswiefolgt.DalmyaKer4nacL@sindnziert4MorphismusvanwhmyIV0AWDiesoistswjektiyda4swjektivnad0.Konnenwir2eigeydassZTkmorphismugsofolgtlm4hmq-Ker4-KeryHny.a

Iso

1mg = Kerry.

konstruier Inverses zu F vie fdgt .

Far ( YW
" ) e Vxw

" wehk

we Wmit  g ( w ) = w " ( g swjektirl . D as gist Atdilduy

Vxw
"

→ VQAWA
my ,

( yw
") its UQWT

.

1st wobble tiniest
,

denn sci wnwzew hit g( we )=W"=g(wz )
⇒ wn - wzekeg = Imf ⇒ VQ ( w

.
- wd e I my

⇒ Taw,
= rat

Die Asbildnng oboist bilinear
,

indnziert also z : Vqfw
"

→ VQAWAmy

%"IT"o#z ( vaw
" ) = 4- ( Taw) = Vaglw ) = row

" ( nah Def nnw )

⇒ In ( Fair : owi
" ) = Fair ; 0 Wi

"



g. q

b) zI ( FOWT ) = z ( Vaglwl ) = VQWT
,

da we g
 ' ( g 1 w ))

⇒ NI ( T.ae#I)=EaiTowi .


