
Kommutatine Algebra ( Thiel ) 10-1

3.8 Vorksung
.

10 ( 18.11.16 )

�1�chts - Exaktheit wn VOA - theft insbesondere : 1st f. W→W
"

swjektir ,

so  is deed VQAF : VQAW → VQAW
'

surgektir.

Bsp

?
V Of  ist nidt exaht

.

ZB
. A=E und die Sequent

µ

0 → I - E- the → 0

wosei µ Multiplikation

mitn
> 1. Tens once - hit #In #Oz - gist

exahte Sequent  IKEQYTHNEQ
,zI - T4nEq¥→ THNEOETHNE → 0

Aber KTNEQY ist  nicht  injektiv : Tali→Tan=n( To1) = Toto

Def ?Ein A- Model V heipt flach
,

falls

fir
jede exakk

Sequent wn A- Modula 0 → W '
→ W → W

"
→ 0 die  in dnzierte

Sequent
0 → VQAW

'
→ VQAW → VQAW

"
→ VQAW → 0

ebenfalls exakt  ist
.

Bsp ?Der E- Model 4nF
,

n > A
,

ist nicht flad .

Das Problem ist Torsion :

Lemme
Flache Modular  Sind torsions free.

Bareis : 1st aet Nidt . Nulkeilo
,

so  is die Abbildung ya : A  → A
,

a
' had

,

injektiv. 1st nun V flache A - Model
,

so  ist and

VQAYA : VQAA  → VQAA
11 11

V V

V  1- S  air
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injehtir. Also  is E V torsions free
.

Lemma

?
Frere Modules sind flach

.

Beweis : Sci V freier A- Model
.

Dann  ist Va Ad '
fir are Merger .

1st nun 0 → W

't
>

WE
W "→ 0 eine Kurk exahk Sequent ,

so

erhalkn wir die Sequent

0 → Vow
'

- VQW - > Vow
"

→ 0

12 12 12

0 → AA'QW '
- Atnow - A

"

@ W
"

→ 0

o→¥Ytaw→.ec#whEHoxwto

o→ to

"w¥ts
E"nw ¥ Eu - 0

ten

and die untoste Sequent ist exaht (da komponenknweise inner die

Ausgangssequenz) .

Wor haben nun eine Hierarchic :

freie Modnln § fl

ache
Modula E torsions fcielloduln

In de ltbung wird das nod um projektive Modula  verteinert
.
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4. Lohalisierung
Klee : Einen Ring kiinstlid inverse hinzufugen .

4. 1 Quotientenkorper

Fragile
Was ist Q ?

Antwort

?
Oi ist de kkinslekorper

,
in den Eeinsettet

. Q entsleht dies I

dlerd Hinzufugen eines Inverse th Zu jeckm Otn  E

Emit
den

duties Rechenregeln .

Dies Konstruktion ( asst side fur geden lnlegritafsbereiddwchfuhren .

Lemma ?Sci A eor lnkgnitatsbereeah.

Detinive duf Ax ( Also } ) die
Relation  ~ dead

( a
,

s ) ~ ( b
,

t ) ⇐ , at  = bs (dt
.

as = HE ⇒ at  =bs)

Dies ist
'

A'quiraknz relation
.

Schreiber wir § far die
'

A'qwiraknzklasse
non ( a ,s )

,
so wird QCA) :-. ( Ax ( Also }) )/~ zu even

Ring durd

§ + he = atsttbsn

as .¥ = st
QC A) ist Koper ( ÷ . E =D and die

Assildugj
: A  → QCAI

,
at of

,

ist  injeklivo Ringmorphisnus.

Beweis : Dorekles Nachrechnen (wohldefiniert  + Rigeigensdaft) .

Def

?
Man nennt Q( A) den Quotienknksrper  von A

. ( word and als

Trad A) Oder Quota ) gesihrieben)
.
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Bsp

:5
a ) Q ( E) = Q

b ) Q ( k ) x K falls K berets Korper

c) 1st K ein Koerper ,
so  ist KID lntegritatsberad and

KCX ) :=Q( KLI ] ) = { ¥ I f
, GEKED, gtof

list de rationale Funhtionenkorper Her K
.

(Analog in mehrern Variables )
.

d) 1st A an Ring und Pespec A
,

so  ist Alp lnkgritatsberad
und daher is .L

KACP) -k (P) :  = Ql Alp )

detiniert
.

Dies it der Restklassenkorper non A  in P
.

1st MEMAXA
,

so ist

naturhilkfm
) = AIM .

2- B
.

KECO) = Q
,

k ,z( ( P )) = Ep

kea]( X ) = Q
,

k
#

( ( p ) ) = #p( X )

Lemmas
(UniverseHe Eigensdaft) : 1st h : A - K eine Einbettuy in even Koper,

dann gist es andeutigen Ringmorphisnus Th : QC A) → K ( automatic h

injehtiv) mit I
QIH - s K

j it

dh QCAI in mining
.

A
€
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Beweis : Es gilt
Test = ICF . Emily .tw

"

Ihjla . Kow
' '

= h( a ) . hls )
"

⇒ Tn eindeutigbestimmt .

T so definiut  ist  in der Tat and �1�ingnorphisnus
.

4.2Lokalisierung wn Ringen

Hat A Null tale
,

so kann A  nidt in even Kerper eigebetkt we . den
,

d.tn
.

obige Konstruktion funktioniert  nidt
.

Man Kann das  also verallgemeinern .

Aug S a- A und wir  Wollen die Element dies f inventions
.

Das Soll Wieder

minimal gesdsehen :

Def ?Die Lohalisieruy non A in SEA  ist an Ring 5
'

A zusammen  mite

einem Morphisnus j : A  → 5 't
,

sodas

a) jls )

⇐
( s

' 'A)
t

b) 1st h : A  → B an Ringmorphismus  mit hls ) a- Bt
,

so gist es

eindeukgen Ringmaphisnus 5 : 5 A - B mit

5 't I > B

j T A
A

Lemma

?
Die Lokahsierung existiet und is bis dnf Isomorphic eindeutg .
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Beweis Eindeutigkeit folgt des universe He Eisensdsaft .

Zunadssteine Beobachtung : Ansenommen
,

5 't existent
.

Sind sites
,

so  ist jlsl, jctte ( STAY and daher died jlst ) = j
G) jltte ( s

- ' AH
Weitrhin  is tjcr ) c. ( STAY

.

Es ist da her 5
' A  

= 5-
 '

A
,

wobei

J de multiple ' katie Asshluss non S ist
,

dh die kbinskteilmenge

5eA
Mit SEJ

,
1E5 and s ,teJ⇒ Stas

.

Definite nun Relation  ~ auf

AXJ
durd

( qs ) ~ ( b ,t) ←→ atu = bsu fir an

ue5
.

Dies ist
'

A' quivaknz relation :  reflexive , symmetric War
.  Transition :

( a ,s ) ~ ( b ,tl
,

( b ,H~lc
,

u )

⇒ F yWestMit atr  =bsv ,
buw  =  ctw

⇒ atvuw  =
bsvuw

,
buwsv =

Ctwsv
=) atruw  =  

ctwsv ⇒ autuw =  cstvw .

.  -

D a S multiplikativ  abgestsbssen, gilt trwef ⇒ ( a
,

s ) ~ ( c
,

u )
Definite 5nA :-. (AXS )/~ and sdreibe F fir die tgucnaleuzklasse

ton (a ,s ? Dann  wird S
' ' A zu einem Ring durd

as + £ = attssst

as .se =
at
st

Zusammen Mit dem Morphismus j : A  → S
'  'A gilt die univoseke

Eigensdsaft .
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Bsp

?
a) 1st A lntegitatsbereich ,

so  ist S = Also ? multiple hate  assesdlossen
and S

- ' A  = QCA )
.

b) Fundamentals Beispiel . Sei Pespect .
Dann  

ist
Sp :=A\P multiplihshi

abgesdlossen .

Man nennt

Ap :  = SFA
die Lohalisierung non A  in P

.

ZB . p Drimzahl . Dann  ist

% ,
= { of | s koprim  zu p } c- Q

c) 5 ' A  =O ⇐ s
OEJ
d) 1st f.CA

,
so definite - wir

Af :  = Sf }
' '

A  = IT 3-
'

A  = { In , nc.ly
'  '

A  = { of  iaat , new }
.


