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Def :

EinEpimorphismusineineKategorieCistauMorphismusfiX-Y.sodasjeeksDiagrammX-sY@ZdL.g.f
a %f

bereits %=g< imptiziest ,
dh fist redsts - kcirzbar

.

Analo ist ah

Monomorphismus an links
. hirzbarerMtrphismus

.

BSPF
a) In Set Sind Monomorphismen =  injehtire Abbildnngen

Epimorphismen  = swjehtive Abbildense -

b) In Grp Sind
Meonpqs

 =  injektive Guppenmorphismen
s = swjehtire Gruppen  morphismen (nidt trivial !)

c) In Cring Sind Monos  =  injektive Ringmocphismen
Ep is 7- surjekt 've Rmgmorphismen ,

ZB list f : Ias Q an Epi : Q

÷÷,B
Mit gnf = gzf

⇒ oh ( n ) = gdnl KNGE ⇒ gn (mt ) = gz ( m
' ' ) HO # MEE

=) g. ( E) = gz ( Fn) = s Sr = 8.
.

Dieses Beispiel allgemeine .

Lemmas
: j : A  → S

. ' A  ist an Epimorphismus in Cring .

Lemma

?
SeinS a- TEA

.

Dann  ist T 't = jsctst ( STA )
,

wobei

js : A - 5A (dh
. Lokalisieuugist Transit 'd .

Beweis : Sieheubung
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8
Lemma : Es ist

Ker ( j : A  → STA ) =

¥
Annals) = { a c. A lsa=o far  an  se53 .

Beweis
: fei Sa - 0 ⇒ O= jlsa ) = ST . as ⇒ 0 = st . f. F = F=jC a)

⇒ aekercjl .

Sci and erectsjla ) =O
,

dih
.

F = F in 5 ' A
.

Dann FUGS hit a. 1. a = 0.1 . u=O
,

also an  = 0

korokar?1st A lnkgritatsbereiah ,
so ist je A  → 5  ' A  injektir .

Es gilt

A - > S
- ' A - ( Also D- '

A  = QCA )
Sind P

,
Q E Spec A Mit P a- Q

,
so gilt

A  a- ( AIQYA -

. Aa c- ( APYA  = Ap a- QCA )
.

10

Bsp : Sci A ein Ring .

Die Menge Se A de Nicht . Nubile it  mukiphhatir
Gbseschlossen . Man  neunt QCA ) :  = S

-  ' A den totskn Quotienknnng von A
.

Der Morphis  mns j : A  → QCAI ist  injektir .

Lennie
Sci

Set
.

Dann  and die Assildnnga

ldealsg (A) :={I EA Ijeckssesist Nidt - Nullleiw in
AEI

<= Ideals ( S
-  ' A)

I 1- j( I

)5'
A  = :  Is

' ' A
.

Tdas  wn  j ( I ) er Lengle

j
' ( I ) - T ideal in 5 ' A ,

paarweise inverse intrusions ehalkude Abbilduuga
,

die wwtoha Primddeale

dvf Prin  ideal Hilden
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Es ist dam Spegal :  = SPespea Al Pn 5=0 } = Spee ( S
'  ' A) ads topologist

Raine
.

Beweis :

Wisse
,

des , ftsj 'CJ ) one Assilduy Ideals ( s
' 'A) → Ideals (A) ist

.

Sei a .CA and SET wit aJ=Oe Aljyz ) , dh as ej
' (f) .

Dann  ist

at = jcaskf ⇒ of = st . afef ⇒ aej
 ' C f )

.
Also  irt j

' (7) c. IdealsCA )
.

Habeu nun  Wohl definite Assildungu zmschen Ideals (A) und Ideals ( STA )
.

a) Beh : Sci JISTA .
Dann  ist j( j

 ' ( f ) ) 5 't =L .

Bew
. Jz j ( j

' ' (D) 5A  ist Klar
.

Sci andeooseits Stef ⇒ F= 's . afef
⇒ aej

' ( f ) ⇒ F e j ( j
-  ' (7) ) ⇒ ¥= F. 's ej ( j

'  ' C f ) ) 5A
.

b) Bel : Sci Iekkabsft )
.

Dann  ist j
' ( jus

'  'A) = I

Bew : I = j
'

( j CI ) 5 ' A) ist Klar
. Sci auderuscits  a  ej

' ( j CI ) S
' ' A )

⇒ AT e jCI)S
'  ' A

.

⇒ of =

Eng
. ÷ , Cie I

,
a ;eA ,

s ;  c. 5

= Iz Cissie ,

ssi,Iss;;sEnEtisn
= § fir  an Ce I

,
se J

⇒ Files unit  as±= 

cue
I  ⇒ AEI

,
da Iekkalssct )

.

e 5

c) Far J ± 5A indnzietj : A  → S
' '

einen Isomorphism us A/j -

yy,
±

s "

Alf .

⇒ Atdildungersdranka Sid zu Bijektioue - zuvschenprinidealen  ein

Es ist Spec A n ldealsscp) = Specs (A) .
Hasen also Bijektionen
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P 1- > JCP) 51A

4

Spees (A) <¥ Spee ( STA )

JTQ )
- Q

Wir hisses
,

class jt sktis sci
.

Far die fktgkit an 6 sci Z  a- Speeds
'  ' A)

abgeschlossen
,

dh
.

Z  = Kf ) fir an J IS
- ' A

.

fei I  = j
' ' 4) eldeabs A 2

.

Es " st

yyz )={ jya ) 1 Qzj }= KI ) nspeg CA )

abgesdlossen in Specs CA?

Die Ideal theories  wn 8- 'A  ist also ein Aussdsn

.tt/Vereinfachungde1deaKheonewnAXoroHarYlstPeSpecA,
so  ist Ap = ( Alp )

- '
A ein Gkabr Ring mit"

maxomakm Ideal PSH
.

Es ist Spec Ap ± S Qespec A 1 Q a- Pl
.

Beweis : Nach Lemma 4.2.11 ist

Spec Ap a { Qespe A 1 Qn ( AP ) = 03 = { Qespa Al Q e P 7

Das zugt sofort die Behanpbuy
.Lemme?find Q

,
Pe Spee A Mit QEP

,
so  is kanonixl

( Ap )
aap

= A a

Beweis : Einfad Trans itintat de Lokalisierung an warden
.
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4.3
. Lokalisierung non Modnln

Sci SEA
.

Die Konstruhtion wn 5 ' A kaun  analog fin  even A- Model V

dwdgefihrt Woden : Definer 5 ' .V als VXJ modulo do
'

Aguivalen  ←

relation
( v. s ) ~ ( w ,t ) # Fires Mit rtu =  wsu

.

Schreiber F fer die Wash non ( v. s )
.

Bekomme - A- Modnlstruhtw auf 5 ' V

durch
a. Is :-. as

,
F+¥=rttsL÷

.

Die Aldildung j : V→5 ' Vist A- Modnlmorphisnus.

Bed
: Offensidsttid :

"

5 ' (A als A - Modud
"

=

"

SYA  ab Ring ) als A . Modin
"

Die ldealkorresponclenz Ideals
,

(A) = Ideals (STA ) verallsemeinert  sid analog zu

Kor respondent Submodules ( r ) aSubmodules ( 5 ' D
.

Eben falls  analog :

Lemma ?Ker ( j : V → Str ) = f VEV I srao fee ein  se 5 }

Korolla
?

: 1st V torsions frei , so ist j .

V → 5 ' V injektiv.

Adtung : j : V → f-
 ' V in Allgemeine - been Epimorphismusksurjehtiv) in Moda )

.

5
'

Vist and STA - Model durch

÷ . ¥ = ¥
.

1st f : V → W ein A- Modelmophismus
,

so  erhaken  win STA - Model -

morphismus
g- if , g-

 '

v → Stw
,

¥ - 8¥
→ 5

'
: Mod (A) → Mod ( S

- ' A) ist Funktor
.
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Lemma

?
Die Funktoren 5

'

Aaa - and 5 ' Sind Equivalent ,
d. h

far jelen A- Mohd V existiet ein S
'  ' A - Modnlisomorphismus

Yr : S
'  '

AQAV IS '  ' V

Sodasswir far jelen A - Modulmorphismus f :
V→W ah komnutatires

Diaganm stA@n.V ¥ Str

nah
.

Ft¥att%w # we't

Beweis : Die Assildung 5 'AxV→ Str
,

( as
,

v ) to F
,

ist

A - Silinear
,

indnziert  also A-

Modnlmorphismus4v.StAQaV-StVFQVtsasTDieseristoffensidttielsducLStAtinear.DieAHildnng4r.StV-sStA@AVFtstayistoffe-sidthIdeUmbehrmorphismus.Es

gilt
asar - a÷

5 'A%v -4
> stv -

↳ 5 'A%f Stff |\
show T 54W '

as¥W

efafcv) #


