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4.3

Vorlesung 12 (25.11.19

Lemme

Der Funhtor 5. Mod A ) - Malls -  ' At istexakt
,

d. L
.

5 ' A  ist Kacher A - Model
.

Beweis : fei V 't > VIV
"

ein  exakk Sequence  wn A - Modnln
.

Es gilt S
'  '

go Stf (F) = Stg ( the )= 8k¥ = 0 ⇒ In Saf e Ker stg
fei audererseits Felker 5 '

g ,
dh

.

8¥ = 0 - F ⇒ Files unit g ( Hu = 0

Day A- Modnlmorphismus
,

is O=g(v)u= g ( uv )
,

d.tn wekeg .

Wegen Exahtheit existiet vk.tt mit ur  = f ( r
')

.

Also  is

¥= Fu = ftp.stf ( ¥u ) Elm Stf
.

Kordlar !1st UEV Untvmodul
,

so  ist 5 'll → Str in jektiy man hann

also S -  ' U als Unto model wn 5 ' V betrachten
.

Lemma ?find V. W zuei A- Model n und Set
,

so istkanonisd

Straus
' 'Was.  ' ( Vaaw)

ads S
' 'A - Modula

.

Beweis : Die Abiding 5
'

Vxstw → 5
' (

Vqtw
)

,
CE Felt > rs0¥

,

ist 5 ' A - bilinear
,

indnziert date  even Morph ism  as4£'

trans
' ' W → 5 '

( VQAW)
.

furjehtinitat : Ein believes Element wn 5
' ( Vaaw) ist under Form i¥ig0I .
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Es ist a ( ¥
,

use a F) = Enjoy ,
also 4

gwjektin
lngektintat : See 6 ( In r÷soT÷t=o ,

d.h.IE4FtY÷=0e5'

Craaw)
.

Shi Ui ,  =  srtn . . Sinton 's it , tit
.  

- - Sn -4 .

Und U :  - Uisiti
.

Dann  is -2

nzuirioxuwi =o ⇒ nEMi"j0I=o c. straw ):h
. ¥MirY÷

C- Ker ( j : Vaaw → 5
 ' ( vaaw ) )

,
d. L es gist tesmit

t ¥pUiriawi  
= Ea

htuiviawi
= 0 e VQAW .

Die

Abiding
Vxw → 5 'VQg,as

' ' W
,

( hw ) to Fox ¥ ,
ist

A- bilinear und induziet date Morphismus
of

: VQAW → 5 '

Vxgaastw .

Es fdgt :

0 = gc Ehn utuiuiawi ) = IF 4910¥ e 5 '

rosy stw

⇒ o= t.tn . E. utu÷a÷ . E. u÷a¥IE÷aa¥anEs÷o¥.

Folsendes Lenna  ist  an allgemeine nitzbehes ktfrmitlel .

Lemmastfunfe
- Lemma )

.
fei

it, WE,×h→yd , z
' t ¥ tn to It
Vl → W

'
→ X

'
→ Y '

→ Z '

ein kommutatives Diagram m  von A- Model man his men Mit exakkn
files

,
Mund p Isomorphism en ,

( Epimorphisnus und q Mono  morphine
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Dann  ist  n eeu (somorphosmus.

Beweis , ltbungsoufgabe.

Erinn  rung

?
Ein A- Model V theft endlich erzengt, falls line exakte Sequent

Anti
→ 0

existiert
.

Der Ken von f beschreibt Relations zwisihe - den Erzeugon
Wir woken das vuschairfen :

Def?
Ein A- Model V heist endlidprasentivt , falls ein exakte

sequent
Am → An f- V → 0

exiskot
,

dh
.

die Relation  en zuiahe - den Erzeugon Sind endlich

erzeugt .Bsf?Jeder endlid

ozeugte
free Model irt  endlich presented .

Lemma
' ?a) Ein A- Model V ist endlich vzeugt and projektir, gender dans

,

wenn V direhlv Summ  and wn An fir an nekl
.

b) Ein endlich erzeugtr projektivv Model ist berets  
eudhitprasentiert

.

I
Beweis : 1st A

"

= VTOW
,

so haben wv A
"

→ V
,

also Venda erzeeyt
and projektir .

Weitrhin hate War Kerin W und A
"

→ W
,

also

Kert endkil erzengt, d. L Venda presenter .

fei V end lids ezeugt und projektiv.
Ii { % , vn } Erzeugendensystem

von V und sci  I : A
"

→ V
,

e :  th . ( ei Standard vehtor )
.

�1� a V projektiv,gistes Schmitt s : V
- s An

,
d. hits =  idr .

Es is dann An = Ims to Kerin Volkert
.
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Satz

'

?
Sci Beine A- Algebra und seien V

,
W zwu . A - Models

.

Daun gist
even eendeutisen B- Modidmorphismus

XYW
BQAHOMALV,

W ) →Hong(BAAV, BQAW)

1 of l→ ( low 1- > 1 @ fln )
1st B flake A- Model und Vendhih present et

,
dam  is x

ein Isomorphism us .

Beni!Vogleiehe fir Vektorroumei K Korper
,

Lzk Erweteuyshorper

,
dimhthn , dimkwam . Dann :

LQ HOMKCV,
W ) F Hon

<
( Lahr , LQKW )

12 12

La Matnm ( k ) Home ( Ln
,

Lm )

12 12

Matnxm ( L ) Matnxmk )

koroHarFSeiSeAundVendLELpasentivkrA-Modu1.DannistStHomACViw1tHomgnCStkstW1fuvjedenA-ModedW.BeweisuonfatziDassxB-ModilmaphisnusgiStiistklar.SeinunBmflacherA-ModuluudVendhieLprasentieE@V-A.DannistHomalYw7nW.f

HICD
. Analog
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HOMBCBOAV, Botw ) = Hong ( TQLAA, Befw ) t Bath .

~- B

Der Morphis musx ist  in diesem Fall einfad id : BOAW → BOAW .

�2� V=An
.

Da Hon und a unit endkckudirekknfenasenuetauahey
folst die Aussage in diesen Fall Mit 1

.

�3�Nun allgemein .

Wark Presentation

Am£AnIV→
0

.

Da BQA - rechts - exaht
,

erhalk - wir Presentation

BQAAM → BQAA
"

→ BQAV → 0Ink,pint, Boar - °

d.LV?=BaaVendlidprasentiertrBtlodnl.SetzeW!=B0AW.

Wenden wv HOMAC - ,W) anf die Presentation non Van
,

so

eshaken wir one exahk Seguenz

0 → Homa (

v.
w )€ Homa

#
w ) ¥

Homa

#nw
) ( II

( Homat ,
w ) ist Kouba variant  und links - exaht ).

Analog gist HOMBG ,
W

' ) auf die Presentation  wn V
'

angeweudet die eeakte Sequent (jetztgkidumgedent )

g
'

✓

FN
0 → Homa ( HWD → Hong CBYW

' ) tHOMBCBM ,
W

'

) ( I )

BQA - auf ( I ) angevueudet Uefot
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gv
'

f
"

0 → BQAHOMACYW ) →

BQAHOMACAYW
) → BQAHOMACAYW) ( II )

Disc Sequent  isteeahtda B flack Wirbekommenuunkommutatine ,

Diaganm

0 - > 0 → Baattomakw)#Baattomattn

,w# BQAHOMACATW)

I Iµ

£
f. XYWnad @HAH had @µA7W

0 → 0 →

Homplvtw
' )

=
>HOMBCBYWYTYHMBCBYW')

g f

Die Zeiler said ellaht and does Fanter -
Lemma inpliziert nun

,
dass dhw Isomorphism us ist

.


