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5.4

Vorlegung 17(14.12-16)

Koro

HAE
Sind A ,B lnkgitatsbereiche ,

so  irt A Karper genae dann
,

weun B

Koerper .

Bewcis : Es ist Spec A  =f( ° ) } ⇐s Spec B= Sco) } wgen lying over and

Unvergleielbaheit.

Ein lnkgntatsbereich is Koper genan dann
,

wenn ( o )
ein  uses Prim ideal

,
denn  ist Ota ⇒ ( a) = A  ⇒ Fb :  as = -1

.

6. Nuksklknsatz

Wir schauen
 uns K . Algebra  eudlihu Typs hater an

.

Def ?Ein Ring A heipt Jacobson ,
falls jedes Primideal Selnitt wn

maxima ten  ldealen  ist
.

( ⇐ P=
ftp.g.mn ⇐ VE = Ag;q¥

to iedes Ideal I )

Bsp ?feder Koper ist Jacobson .

Bsp
?

1st A Hauptidealbereiul mi 't JACCAKO,
so  ist A Jacobson

,
denn .

Wissen : AHe Primideak * 0 Sind beats maximal ( 63
ung 3.1 b)

.

Blatt nw

nod ( 0 ) = A M zu prefer ,
also das  ist had Definition gkicl fad A )

.

M a Max A

Es ist fad VEH ) = Nil ( KEKD =O had abung 3. Ad
,

also KTXJ Jacobson .

Weilvhin  is t  TL Jacobson .
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Bsp

!
Ein Quotient  eines Jacobson - Rigs ist Jacobson

Erinnerungt

Eire R
- Algebra A ist non  end lichen Typ ( and eudlid ertugtl ,

falls A als R - Algebra  wn  endless vielen Elements erteugtwird ,
d. h

.

es gist surjehtien R - Algebra  morphisnusR[h, .,k]→A .

Wollen fdgenden Satz Zeiger ,

Satz !1st RedJacobson - thing ,
so ist and jede R - Algebra 4 :R→A

end lichen Typs ein Jacobson . Ring .

1st within

MEMAKAI

,
so  ist

4-
 ' ( M ) C- Max R Und Rhett M ) a- AIM ist eine eudhihe Korpererwa . Leung

.

Kordlar ?1st Keen Koerper ,
so  ist KEXN

, .
.

,
Xu ] Jacobson  und ist MGMAKKE's , ,hl )

,

so ist K a- Kan .

, Xu ]/µ endure Kotrpererweiterung . Selby gilt far
Quotien Len wn K[ Xe ,

. . XD .

Beweis " War
. Beadle  nw

,
dass let

 ' ( M ) = @K Max ( k )
.

Korollar !See
' K algebraist abgeschlossen , 1st Me Max # 14 , , he )

,
so  ist

Ktkn , KHM xk
.

Die Abbildnng
K

"

- Max KTXN
,

.
.

,
Xn ]

( xr ,  ,
xn ) 1- > ( h - x. , . ,

K - xn )

ist line Bijehton .

Beweis .
Dass (X

.
- 4 , ...

k - xn ) e Max Kan . ,k ] ,
is Klar

.

Sci Memaxkth
, .

,
XD

.

Nadsatt  ist Ke Kai
,

.

, Kym endlich
.

Da K

algebraist assess Uosser
, fold boats Gkidheit

.
Sei

H : VE to . , K ] - ⇒ KEXN
. ,k]/µ ± K
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and Xi :-. 4C XD
.

Sidertech ist

( X
, -4 ,  -

,
Xu - xn ) a- Hery=MLinke Suite  ist maximal

,
date fast Gleidheit

.

g a

Korollar 1st K alsebraisul absesdlosan und S a- Kan
. .tn ] eh Pdynom .

syskm
" Mit (5) FKLIE , . , W

,

so gist  es ( % .

,
g) ek

"

mite

f( xn . . ,xu ) = O Kfes
.

Beweis : Da ( s ) # KTXN .

, XD
, gist es Me Max ( KLI

. , ,t .
] ) hit Sell

.

Es is nun M = ( X
,

- xn . ,
Xn - xn ) and f.CM Kfes ,

also

fltn - da , .

>
X. - xn ) =O kfes

Man nennt dieses korolkr ( and allgemeine osisen Satz ) died Hilbutscher
Nullstdknsatz

.

Far den Bewa 's des fatzesbenotigen  wir fdgendes Lemma
.LemmdiFar eineu Ring A  ist  equivalent .

a) A  ist Jacobson .

b) 1st PE spec A and enthett Bin Alp an Element b to
,

sodas

Bb={b3" B an Kerper ist
,

so  ist B berets an Korper
. (dies hio ist  schon

eine Art Endlidbeitseigensdaft !)
Beweis

.

a) ⇒ b) Da A Jacobson ,
ist  offensidttd died B=A1P Jacobson .

Da B lnkgitatsberail
,

ist ( o ) E Spec B und dam it 107 = µ?µ→M ,
da

B Jacobson .

Ww haben Spec Bb E S
pegs ,B= { QESPECB I Q nsI=0 }

= f QESPEEB I bet Q }
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D a Bb Karper
,

irt Speqb ,
B = { G) 3

,
also be Q far all e OtQeSpeB .

Angenomnen
,

( 0 ) E Spec B Were  niclt maximal
,

dam  were

6) = AM = AM a b
MEMAXB MEMAXB

M to

⇒ b=O ⇒ By = 0 K Zu Bb Karper
.

Also ( 0 ) maximal in B
,

daher B Koper.

b) ⇒ a) Sci

Qefsec
A

.
Sci I :-. AM * A

.

Wir  Wollen

I=Q
Zeiger .

MEMAXA

MZQAngenommen
, QtI.

⇒ I } Q
.

Sen.

be
 ILQ.

SciEdieMengealler

Pnmideak in A
,

dieQenthakenalso nicht b
.

Nach Zorns Lemma

existed maxima ks Element P in Z
.

P kaunnicht maximal seen
,

denn sonst 1 Zu

be
 I .

'

I  = A M

MEMAXA ← P wale dann

MZQUnto den M

also bet P
⇒ b¢Iy

Also  list B :  =

Alp
been Koper .

Es is also 0*5 EB und

Spec Ab a { P ' Espe . A I P
'

¢ b) 2

Izp
.

Da P maximal in I
,

ist P and maximal I Spec Ab ,
clean P

'=P=) P ' zQ=> P 1

C- I
.

Also  is tAblp
As

± ( Alp )b = Bb
an Kerper % zur Annahne

.
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Beweis des Sattes :

Tail 0 : Vocbeceitung .

Angenommen
,

es gittzusatzhzh :

a) R a- A

b) Rund A andlnkgitatsbereezhe
c) A  wind non nw ahem Element erzeugt
d) es gist Otbe A mit Ab Karper

Dann Sind R and A Jereits Koper and that istendheb
.

Bew , Da A  non einen Element
, Sagen  wir t

, eteest , ist A  
= RTXYQ

far ein QefpecRED and Xtt hivbei
.

Nach Anndme is t R a- A
,

also

die Kom position
R - RA ] → REXYQ = A

ist  in jehtiv . Es muss also QNR = 0 Sein
. Sci S :  =R\{ 03

.
Es is

5 'R= QCR ) = : K

5 'RE] ) =  KEY

HasenLohclisierunynorphisnnrs
j : RLI ] - > KTX ]

Q 1- > QKLIJ

Da Qn 5=0 ,
ist QKLI ] e Speak [X] and jt ( QKEX ] ) = Q

( Kor respondent be Lohalisierung )
.

Also  indnziot j

A :-. RLIYQ - > KTHYQKEH

Es muss Q±O gelkn ,
Denn angenommen ,

Q - 0 .

Dann were A=R( X ] und Ab = RLII been Koper na  oh Annahme
.

Da RERTXIB and das Koper ,
ist died KERTHS and daher
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R[X]b= KTHB ein

KoperAbet
KTXJ ist Jacobson ,

also misste
dann duel KTH Koper seen had Lemma 6.10 b 1angewandtduf P=O )

. µ
Also Qt 0

.

Dann  ist  der QKTXI E speak TH Schon  maximal
,

also

KTXVQKTX) ist Korper und daher
-

Rate As
Da  As korpe  ⇒ KE Ab

Ab = ( RTXYQ)b= KTXYQKEY
.

⇒ castanets

Da KTXJ Haupt ideating ,
ist QKIY = ( p) fir an

⇒ a wet

p ( X ) = XNX
"

t xn . ,
X

" "

t.tn/ltxoeHLX ]
.

Es wart das Bild wn X in
R # VQ

.

Es ist dann p # =O

and dink ( KQVQKTH ) e degf < no
.

Wv kinnen
p unit dem Proderht der Neuner do Uoeffizienle  multiplier

under hakes

PYX ) =  rn X
"

+ rn . ,

Xmt
. . +  ro ERLIJ

Mit F ( t ) = 0
.

Invention  wir  rn
,

so fdgt TEA
.

= lrnlt A  ist

ganz  cider Rrn - frit ' R
.

Also  ist Rrn a- An gauz ,
da Annals Ra - Algebra

tout ezeiyt .

Da be Ab=KQYaney and dink KQYQUEA < a
, gist es

9- ( X ) :  = qmXmt . .  . + % e KTXI
Mit of (b) = 0

,

Wieder henna wir durd Multiplier no 't den

Neuner  n

6

of (X ) :-.

Smtntsm
,

N

't
- + s

,
X + so E RED

mite of ( b) = 0 erhalten Da A lnkgnitatsboeeotkonnenwiv so to

cuneh men ( konner  sonst bdnshkmnun  und bto )
.

Shi P== btektxyahas
.

Multi phhakon wn of (b) = Omit( sob
" )

- ' liefot

0 - SE + sept . .
+ sofpm

'

+ pm
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dhp -5 '

istganzubo Rso
.

Also ist Ab=A[ 5 't gantubv Assets
,

dnsbesondee also died ganz  utsodemgropben Ring
Srn

,
sit ' A  = Arns

.

Da Rr
.

a- An gant ,
is touch

faht .

Hasen nunRrnso
earns .

Rrns.

=Arms.

E Ab

# -

gauz

RrnsoKoper had Lemma 5. 4.5
.

Nun ist R Jacobson andrnsoeR=R1OMit Rrns
.

Karper
.

Also  ist boats R Kor per had Lemma 6.103
.

Es ist also R=K und da dimu ( A b) =dimn( n' Yann ) < a

ist died dink A < x
,

also A  endhih Isa K
.

Dann  ist

also died A Koper nad Lemma 5. 4.5
.

Nun zum eigentticheuthema :

Ted 1 : Rang 1
A  wird wn  nw  anem Element erzeeyt.

Sci Pespec A
. Angenomnen

,
es

gitt Ot

bEB÷A/P
,

sodas , Bb Koper ( gilt natural
, falls P maximal D

fei N :  = y
'  ' CP) and A :-. PYN

.

Nun and E und B lnlesntatsbereiche und A a- B
.

Weikrhin  ist B eine T2-Algebra,
die wn  nnr  a '

a - Element  erzeugt
wird . Schliep hit in th Jacobson ,

da Quotient w - Jacobson .
 Es gilt

also  a) - d ) in Tel 0 und es fdgt B Koper , AKoper und

the B endlich
.

Da P allgemein, fdgt inssesondoe A Jacobson
hit dem vorangehenden Lemma ! Weikrhin f. 1ft fer P maximal

and N= 6-
' ( P) maximal ( da I Koerper) und Rtr=R as A1P=B

end has
.
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D as zeeyt den fatt  also  in Fall

,
class A  non  einem Element  ezengt .

Tell : Allgemeine
De tndnktion : A sci von Etemenkn  an . .

,
a. ,

r > 1
, erteegt .

Sei A
'

die
dearch a

, , . .

,
a

, . , erzeugte Unto algebra .

Nad Annalme  ist A '

Jacobson .

Nad Ted 1 is t dann ouch A = A
'  [ a

. ] Jacobson . Sei Me Max A .

Nad Tel 1  ist dann M
'

:-. A '
n M e Max A ' und Atm a- AIM

end hits
.

Sci y
'

: R → A '
.

Nad lndnhti on  ist N :-c de' 5km ' ) e Max R und

RW a- A' lnl ist end hits
.

Es ist Nee
' ' ( M ) und dann dual RWEAIM

endlich .


