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7. Ketkubedingungen

7. 1 Allgemeine

Lemma ?Ii (X
,

E) eine partial geordnete Menge.

Es
ist equivalent :

a) fede aufdeigende Kette Xn ⇐ Xz a-
...  in X is E stationer

,
d. L

.

es gist hen mit Xn=Xn+ ,
=

...

b) Jede nidt - here Teil Menge won X hat  an maxima les Element
.

Beweis .

a) ⇒ b) Angenonmen,
b) gilt  nidt

,
d. Les gist Otte X dine  maxima Les

Element
.

iwahk Xn ET
.

Da KET nidt maximal
,

muss  es xzetgebeu
Mit f. < xz .

Man fatrt  indnktiv fort und whatuneudliehe nidt -

station  air Kelle ¥
b) ⇒ a) Die Menge T :  = ( XD in

hat  maxomales Element  had Annalise
,

d. L
.

wird stationer
.

Def ?Die Eigensdaft dies dem

Lemmtatlheipt
aefskigende Ketknbediyuy .

Erfielk X dies
, sohu.pt X noetheod

.

Haber analog : fede absteigende Ketk Xp Xp .

ist stationer  ⇐ , jeck nrlt - here

Teilmengehat minimal Element
.

Heipt abstugende Ketkntedinguy und X

heipt dann artinsd .
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7.2 Noethvsche Modnk

Def

?
Ein A- Model V hupt noethersd

,
falls die Menge Sukb seiner

Unfvmoduln bzgl.
 a- noethusd it

.

Bsp

?
Hat V nur  end hits viek Element

,
so  is Vnoethersl ( 2.  B.  endkohe awake

Gruppen  als E- Moduk
.

)

Bsp ?I als E- Model ist noethersd
,

dem  ist

In a- Iz s
. . .

" "

( an ) ( ae )

Ketle wn Unkrmoduln ( ldeakn )
,

so gilt ailan Ki
.

Da  an nur  end litre
voele Tater hat

,
ist die Ketk station  air

.

Bsp !Allgemeine : 1st A Haupt ideating ,
so  ist A  als A - Model noethesdn

.BSEDer Polynomnig K[Xdieµ] in  unendlid viekn  Variable - ist nidt

noethersh at Model utersid sdbst
,

clean

( 14 ) §( Xn
,
Xz ) §( tn , Xz

,
X

}
)F.  -

ist eine  nicht - station  cire anfsteigende Kelle
.

Satz

?

Ein A- Model V ist noethvsh genan dann
,

wean jede
Untvmodul end lid erzeugt is

.

Beweis "

Sci V noetherschundseiUEV Unto model
.

Seri I die Menge aller endhet

erzeeyleu Untonodiln non U
.

Es ist 2=+0
,

da OEE
.

Da Vnoethersd
,

hat 2- maximal Element Uo
. Angenommu

,
UOFU .

Sei XGUWO
.

Danu
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ist Uot Axe I und edt griper  als Uok Also  ist Uo=U and damit

U end hit eaeyt .

Nun  angenommen ,
jede UnkrmodulwnV irt endGot ezeugt .

Sei

theUze ...

Ketk  non Unkrmoduln wn k Dann irt and U :  = U Ui Untumodid
(da (U;) ; View

.
Also  ist U endlich otagt hadVorirekdnssetzuy

.

Seiea

up . . , y Erzugo wn U
.

Dann  ist uie Un
.

. far an  e
.

Also uic Un

mi t H
 = Max { nil

. Folslid Un = U
.

Also V noethersh

Lemma ?1st 0 →

VtsVIV
"

→ 0 exahk sequent  wn A- Models
,

so  int

V noethersd ⇐ , V '
und V

" noethersuh
.

Bewa 's : Sci Vnoethuszh
.Eireaefsteisende Uetk in V

'
ode V

"

gist dann
Ketk  in V and ist da her stationer

.

fei andeoseits H
,

V
" noethersdn

.

Sci K a- the . .

Ketk  in V. Sci k.

'

'
. = ft (Vi )

and Vo
"

a g ( Vi )
. Dann  ist tickle . .

Ketle  in Vl
,

also  station  air
. Analogist

Vn
"

a- K
"

e.
.

.
 station  air

.

Es Sitt also  nekl mit Vn
'

= Vni, =
.  .

and Vn
"

= VNI
,

=
...

fei vn+FVnµ .

Dann  ist g ( k+ , )egCk+ , )=Vn"+,

= rn
"

=g ( k ) .
Es gist  also

the Vn mit g ( vn ) = g ( vn+,
) .

Also Vn - k+ , Ekerg = Imf
.

Es gist also  vk.lt not

Vn - k+ ,
= llr ' )

. Es ist rn - rn + , eVnµ ,
also  ✓

'
C. f- '

( Vn + ,
)= Kf,

= K ! Also

vn - vn+ ,
= KME f ( Vnl ) = f ( f-  ' ( rn ) ) a- Vn

. Folglicb ist

KH =y÷jtfy÷ EK ⇒ htiek ⇒ Vn=Vn+,

Analog Vn=Vn+ , =Vn+z= -

,
Ketk  also stationer

.

Also lot Vnoethvsdi
.

Lemma

?
Endkche direhle Summer  noethusdw Modules  and noetheah

Beweis : fiche Ebay
.
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Lemmas

: 1st Vein  noethersdw A - Model und SEA
,

so  is -25 't noethesche
s

- ' A- Model
.

Beweis : fiche Ebay
.

7.3
.

Noethersuhe Rinse

Def ?Ein Ring A haft noethosd
, falls de A- Model A noethesd

ist
.

BSP ?von 7.24 : I ist noethesd
, allgemeine sind Hduptideatinge noethersk

.

Bsp ?wn 7.25 . KLTX;) ; c. µ ] ist hidt noethersuh
.

Lemma ?Quotient - and Lokalisivungeu  noet herscher Rige Sind noethosd
.

Bewe 's , Berets far Modula gezegt.

Lemme
1st A noetheohu Ring and Vendlid ezeegkr A - Model

,
so  ist

V noethersuh
.

Beweisi
.

Haber exakte SequentO→U→A"
→ V→O fir  an n

.

Da A. no  ethers  ul
,

ist deed An noethersd had Lemma72.8 .

Also  ist

duel V noethosd had lemma 7. 2.7
.

Uorolkr

?
1st A noethersd

,
so  ist jede end lid ozegte Model boats

end lids psisentiert ,



7.3 19 -5

Beweis : D a Vendtid ozeugt ,
haba wir A

" £
> V swjektiv .

Da A
"

noethvsd

had 7. 2.8
,

is Kef a- An

eudkiLereeeyt.Satz7CHilbertsoherBasissatz11stRaunoethersdserRingsoistdueLjedeR-AlgebraendhEhuTypsnoetheohBeweis.Esgemigt.denIaHA-RExJzubeLracLten.aUgenei-AussgefdgtpelnduhtionunddemFah4dassQuotienk-noetherscherRingenoethersdsind.ErinuerungAnoethersd@deA-ModulAistnoetherscLajedeUntermodnlC1deaDwnAistendlicLerzeiyt.feialsoIlA-RLXT.DieLeitkoelhizienLe-defeIbildeudannein1dealfinR.Da

R noethersd
,

ist J ended oteest ,
also f = ( re , ...

, rn )

fir gebisse ri ER
.

Es gist dann far jedg i eds f ; EI mil Leith efficient

re .

Sci I
'

:  = ( fe
, . .

, f.) I A. Dann  ist I '
a- I

.

Sei di :-. dgf ; und d :=m§xdi
und sci V:=R{1

,
X

, ...

,
Xd ' '

} de von 1,11, . .

,
Xdteszensk R - Unkmodul an A

.

Beh : I= ( IN ) + It
.

Bew : Die Intrusion 2  ist Klar
.

Fir  c- sci f.CI
.

1st dgf < d
,

so

ist FEINV a- ( IN ) + I ! Sci  also dgfzd .

Sci r der Leith efficient
wn f

.

Dann  ist ref ,
also r = FE

,

Siri fir sense  s ; e R
.

Seif'

:  = ¥
,

q.fi/d8t - di
.

�1�
as ist Element ion It com Gad degf hit Leithoethzient ¥ Siri  = r

.

Folded ist deg ( f - f
' ) < desf .

Weitrhin f- f
'

c- I. Fatsrt na - analog
fort

,
what man f

"

EI
'

mit deg ( f - f "
) < d

,
also f- f

"

e IN
, also

fe ( IN ) + Il
.

Da V end bits ozeeyto R - Model and R noethersd
,

ist died V
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noethersd had Lemma 7.36
. Fold ist de R - Untomodul In V e V end lids

ezeegt.
In sbesondoe ist IN end hits ezeugto A - Model

.
Da I

' end KalafterA-Model
,

ist dud I=(Inv ) + It end lid ezeeyk


