
Kommutatine Algebra ( Thiel ) 20 - e

Vorlesung 20 ( 11.01.14
7.4

.

Artinsche Modnln

Erinnerunj

: A - Mahl V heift  artinsd
,

falls Sub ( V) bzgl .
a- atinsd in

,
dt

.

jede asskigende Ketk ton Untomodnk  ist  stationer ( ⇐ s jede niolt Kee Merge
non Untomodnln hat ein  minima ks Element

.)

Bsp

?
In TL ist  artinsdsv E- Model th > 1

.

Aber I bein  artinsdr E- Moduli

(2)

z
( 4)

z
(8)

z
.  - .

ist nidt stationer
. Analog is KLK ] thin artinsdser

KEY . Model : ( X )

¥
( X 2)

=/
( X3)

}
. .  .

is nicht stationer
.

Bsp
: 1st K ein Koerper and ✓ ein ended -dimensional K - Vektorranm

,
so  is

V artinsdier K - Model
,

denn ist V= Vo 7 KZ ...

eine Ketk
,

so gilt
dim Vi > dim Vii , ,

Ketk  is also stationer
.

Bsp ?1st K ein Koper und A eine endlich - dimensional K - Algebra ,
so  ist

A  artinsder A - Model ( da bereitsals K - Model artinsdd
.

Achtungiwehrud
noethersdne Modnln  inner eudkdezeugt  sind

,
muss das fir

artinsde Models nidt gel ten
, siehelbung .

Lemma !1st 0 → V
'

→ V - sv
"

- so kurze exakk Sequent  ion A- Model n
,

so  ist

Vartinsoh ⇐ V '
and V

"

wtinsd
.

Beweis : Analog zum  noethersden Fall
,

Lemma 7.27
.

Koo

Hart
: Endhihedirehk Summer wtinsoher Modin sind wtinsch

.

Beweis : Analog zum  noethersden Fall
,

Lemma 7.28
.
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7.5 Lanse non Modnln

Delisi
Vein A- Model

.

1st Vo 7 KZ ...
7keineendhhe Ketle wn

Unkrmoduln non V
, sohu.pt n die Lange de Ketle

.
Man  nennt

does Supremam de Langen endlicher Ketten non Unlumodnk non V ( Mit stikka

In klusionen) ,
die Lange non V

,

gesdriebeu
length ( V

.)
.

Man sast V hat

endhihe Lange, falls Length ( V) < a
.

Bsp

?
1st K ein Koper und V ein Vektorraum

,
so  ist length ( V) = dim ( D

.

Bend
Hat V endhihe Lange ,

so  is E V endlich ozeugt. Andere sits  mass

ein end hits erzeugtv Model nidst end tide binge bases
,

z.B.TL als E-

Model : far Tales he H hskn  wir ketk de Lange n
,

ZB
.

I 7 ( 2) 7 ( 22 ) 7-
... 3 ( Zn ) .

Def ?Ein A- Model V haft einfach , falls Vt 0 und 0 and V die

einzigen Uutrnodnk  von V Sind
.BertOffen sich that list Veinfad # length 41=1

.

Ben !1st Vein fad und O # e V
,

so  it Ar = V (ansonsk - were das nicht - tinder

Unkrmodul
.

Def ?Eine Kompositions reihe ein es A- Models V it eine Maxim  ale
endure Ketk ion Unknown  mi 't strikkn In klnsionen

,
dh .

wn de Form

V= Vo 7- th Z
... ? Vn = 0

m it Vilhy,
ein fad Hi

.

1st S ein ein fader A- Model
,

so nennt  man

# { Qian I s ± klk .

+ ,
}
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die Multiplizitat non S in do Ketk
.

Satz

!
Far eineu A- Model V it  equivalent :

a) V hat eudhihe Large
b) V ist noetheod und artinsd

.

c)V hat eine Kom positions reihe
In diesem Fall gilt :

f.AIK Kom positions reiten non V haben diesels Large,
nemlid length CD

.

fade Kette in V Kann  ←  eine Kom positions  reihe ion V ewatot

Woden
.

Beweis : Angenommen , length ( D < A
.

Dann ist jede aufsteznde and

jeck asstejende Ketle in Vspaikskns at dem length (H - Len Glied konstant
,

also stationer
. Folglid itVnoethesd und artinsd

.

Sci Vandeusen 't noethersd und ortinsd
.

Konstruiee Kom positions  rate

wie fdgte. Vo ÷ V. D a V noethesd
,

hat Vo einen maxima tenUnterhodnlVa
.

Sette das jetzt  unit Vn fort  usw und wir  erha Ken Kelle

V=Vo ZKZ . .  .

Da Vwtinsch
,

istdiese Ketk station  air
,

d. L es gist nekl mit

Vn =O
.

Dieseketle  ist  also Kon positions reihe
.

Nun an genomnen ,
V hat Kom positions rate

.

Sci l( V) das Minimum

der Langen non Kom positions reihen von V. Es ist l ( V) s length ( V )
.

Beh : 1st V ' V
,

so is KV '1 l ( D
.

Bew .
.

Sci ¥Vo 7 K 2
.  . z Vn =O<Kom positions  reihe minima to Lange .

Setze Vi :  =
V

'
n Vi

.
Haber dann Kette V

'
= Volz Vi 2

. .  -2k
'

= 0
.

Es ist ViYK+
,

e Vilma
.

Da Yk .

"
ein fad

, gilt  also KYKI
,

= 0

ode Vdlvit
, =Vilv;+ , ,

dh
.

Ve '
= Vi 't,

ode Vitro'+,
einfad .

Entfernt man

also aus V
'

= Vo ' zklz .
.  .

z K '
=O die melrfaehm Glider

,
so ehatt
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man eine Kompositions reihe non Vl
,

daher KVYE l ( V)
. Angenommey

l( VY = KV )
.

Dann  ist thins do k.

' iisofhissg und daher VIYKI, = 4k¥ ,

far all e i. 0
,

...

,
n -1

.

Es fdgt Vn !,
= kiln = th

.  ' /rn=k . ,
and indektrdanit

V
'

= Vol = Vo = .VE
.

Beh : length ( D= KH

Beweis : 1st K K 7 k Z ... 3 k=0Kett  in V
,

so gilt  had ° Sen

e ( H > e ( k ) >
llk ) >

... > Kk ) = 0

d.h
.

l( Dzn
.

Daher gilt llv ) > Length ( H
. Da Veine Ketle do Lange

llv ) hat
, fdgt Glerdheit lnsbesondoe  is Length ( b < a

,
das zeist d ⇒ a)

.

Betradk nun  igendeine Kom positionsreihe ton V
.

Sein deren Lange .

Nad obeu gilt n s length ( D= KH
.

Dann gilt had Definition  von llv )
also beats Gleidheit

.

Das zest Aussage1 .

Delvalle  nun  irgendeine Ketle  in V. fei n does Lange .

1st n= KH
,

so

ist does bereits Kon positions reihe da n= Length ( H ( Ketle ist  maximal ) .

1st n < CLV) = length ( H
,

so ist die Ketlenidt maximal
.

Es ksnnen  also

Weiler G lieder angefujt Woden bis n= Length ( H and dam itKompositionsreihe
.

D as teigt Aussage 2
.

g

Bemuhuns

:
fei A an Ring .

1st S ah an fader A- Model und Otxes
,

so

is f- Ax
,

d.h.de Morphis mus 6× : A  → S
,

a tax
,

istswjektiv und
daher Stalker ex .

Da Sein fad , istkerq maximal
.

Offensichthel is

Her q×= Ann ( S )
. Sind S

'
ein zu S isomorphic Model

,
so  ist

Ann ( Sl = Ann ( Sl ) . 1St and verseits ME Max A
,

so  is AIM ah ein false
A- Model Mit Ann ( Alm ) =M

.
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1st Simp ( S ) die Nasa do lsomocphieklassen eeufado A- Modnln
,

so  and

also die Atdildungen
Simp (A) → Max A

S H Ann ( S )

AIM ← M

paarweise invers
.

lnssesondve ist Simp (A) eine Menge.


