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 o  ist

# { Oei  an I Vitra
,

= AIM } = length ( Vµ )
.

Folgkd ist die Mwltiplizitateines einfacha Models ineeherkompositionsreihe non V unashahgg non do Koh positions reihe
.

Man schreist dsnn
[ V :S ] dafier  und neunt die Smit [ V :S ] to die Kom positions fahtoren ion V.

Die Kom positions faktorensind in Bijektion  mitsuppk

Beweis : Mit lndnktionuse length (H
.

Sci length ( D= 1
,

d.LV isteinfad
.

Dann  is VaAtr far an

NGMax A
.

Da AIN Koper , operiot AN mitteb E inhaler dnf AIN
,

also the ( AIN )~ a Atrn V
.

1st  anderseits Me Max Amit Mtn
,

so

gilt N¢M da N maximal
,

also NtM= A
.

Es existiot hermit

n¢M ⇒ the Nn .

1st  nun  men
,

so fdgt  m  =  mn . the Nn ⇒ M a- Nn
=) Mm e Nn ,

⇒ A
µ

= ( Mt N )µEMµtNµ a- Nµ ,
also Aµ= Nn .

Daher  is then ( AIN )µ a Any = 0
.

Das Zeist die Aussage far

length Uk 1
.

Sci nun length I t ) > 1. Sci V=Vo } kz . . >+Vn=O

Kompositionsreihefei
ME Max A

.

Dann erhakawir durd Lohalisieruy eine Kelle

Vµ = ( b)
µ

2 ( k )µz ...
z ( Un )µ= 0

Da Vilvit , einfad ,
ist length ( KYK.

+ D= 1 . Nadlndnhtionsanfanggitt
also
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( khkk.

" we ( Kyra
, )µ=~ {

% hit ' falls n=Aun(%iµ )

L
0 sonst

Wir oh allen also aus  dsigeketle line Kompositionsreihe non VM
,

indem

wir nw die Glider bekadku
,

sodas . M = Ann ( rilvoy,
) ,

d. L
.

Vilky ,
a AIM

.

Das Zeist inssesondoe

# f i I Kilroy ,
e- AIM } = Length ( k ) .

Es blast nw nod do Isomorphism as Vt µOta*.Vn zu eisen Wisse -

had oben
,

class Vµ=O fur fast  alk M
,

d. hdie femme  is endlieb
.

Die Lohaksierungsmop his men V→Vµ induziea  also  eine - Maphisnus

&V→En.*Vµ .

Es gilt ( the)µ=Vµ .

And vuaits hat Vµ had obu

nw Uom positions fahtoa isomorph zu AIM
,

also ( the)~=O nah
dour

.
Es fdst

,
class an : V~ → ( EVµ)~=Vr die Identikit

ist far alle No Max A, dhx list ( deal at Isomorphism as
,

d. h a

ist sdbst Isomorphism

7.6 Artinsdie Ring

Def

!
Ein Ring A heipt atinsd

, falls A artinsder A - Model ist
.

Bsp

?
Eire end lid - dimensional Algebra  is er einem Kerper ist  artinsd ( 24.4 )

Bsp

?
E ist nidt artinsd (7.4.21

.
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Lemma

!
Quote  ulen und Lokalisiouyeotinsdser Rigesind a tinsel

.

Beweis Analog zun noetherohen Fall
,

Lemma 7.3.4
.

Lemma 

F
1st A  atinsd und V endkd erzenstr A - Mahl

,
so is Vatinsch

.

Beweis : Analog zun noetherohen Fall
,

Lemma ? 3.5 : A  artists ⇒ An artist

Knew
.

V end hits eragt  ⇒ VEAYU ⇒ Votrnah
.

Ben ?Es gist  atinsuhe Modula
,

die  nidt noetheohsind
,

side likens
.

Far Ringe

gilt  also :

7

Satz . Far even Ring A ist  equivalent :

a) A ist artinsd

b)A ist noethersd and alk Primideaksind maximal

In diesen Fall ist Spec A  endless
.

Dewees :

a) ⇒ b) :

Beh : 0 ist Produkt maxima to weak
.

Bew : See I die Menge alter bleak
,

die Produkt ion maximal kkden

Sind .

Es ist It 0 and da A  artist
,

existed  minim  ales Element JEE .

Wir Zeiger f =O
.

1st ME Max A
,

so  muss Weger oh Min  in  a hit  at wn 2
berets MJ = of gel ten

.

lnsbesondoe ist J a- M
,

dh

fendnaanitadt
)

.

Da f2e I
, gi 16 f2=f Wege Minimal tat

ton f . Angenommen ,
es War if to

.
fei R die Menge alter Idea 6 I

, die

if nidt annihilioen dh
. If to

.

Es  is set 0
,

da fee wguf 2=7-+0 .

Da A wtrnsd
,

hat R an mini males Element  I Es gilt
( If )f = If

2
=  If TO

,
also If er

,
and da If a- I

, folgt IF =I
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weseu de Minimalitat von I
. Weger If to gist  es f e Innit ff * 0

,

also (f) ER und daher I  = (f) we see de Minimahtat non I Da

If =I
,

also ff = Cfl
, gist  a gef unit gf = f

,
dh

.

A - g) f=O
.

Es gilt gef e fad A)
,

also list A §eine Einheib had Lemma 2. 4. 5.

Dann  Warde a Ser f=O folfen lf D as Zeegf die Behaeptung .

Es gilt nun  also O= Mi . ... Mt fir gewisse Mi C. Max A .

Far jeoks
S ist Mn .  .  - Mst ,

c- Msn ,
daher is

Vsth
 

"  ' Ms/µ
, .ms nein Almsn - Modnl

.

Da Alma , Koerper
,

also  an Vektorrdum
.

Ein Uutrravm  eutspnelt einem

Mi - Mst ,
enthakenden Ideal non A

,
eine Kelle ion Unkrrdimen  also einar

He He wn Mn . " Ms + ,
enthalknde - ldeakn  wn A

.

Da A  artists
,

ik fdslid
Vs eh artinsdrer Vektorrdum

.

Dann  ist dies also  end lid -dimensional
,

clean sonstkonn ten wir had Basiswall eine  an  end bike asdeegende Ketle
in Vs konstruieen

. Focus ist length ( Vs ) =dim ( Vs) < x und Vs hat ane

Kompositionsreihe ( als Alma ,
- Model )

.

Eire Kompositions rate  entsprizht
einv maxima 6- Ketk  wn ldeakn twister Mi . . Ms  + ,

und Me . . . Ms .

fetzf  man dies Keke user 1<-5 < t zusamnnen
,

so  what man  Malinak

Ketk zuisuher 0 and A
,

also Kompositions rate  wn As

0= Mr -  ' Mt E Me . .
'  - Mt . ,

c- Mn - - M£-2 ...

= Me E A
.

Also ist A noetheahnaehSatz 7. 5.8
.

fei nun PESPEEA
.

Da P 70 = Mn .  - M£ und P prim ,
is P = Mi

for an  i. Da Mi maximal
,

is also P maximal
.

Weitvhii - ist jedes
Prim ideal daher gleidseinem der Mm .

, µ£ ,
indesondoe gist es  also  nw

endhil vide
.

b) ⇒ a) . Angenommeu
,

A nicht arlinsd
,

also A nicht wn  endtechno Liege
had Satz F. 5.8

. Sci  Edie Menge do Ideate I non A Mit
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ALI nidt non  endhcte Lange .

Es is It 01 da OEZ
.

Da A
noetheoh

,
hat 2- maxima 6 Element  I

Bet . I ist prim .

Bew : Scie - a ,
be I hit ab.CI und a€I Misses bet Zeiger .

See

( I :  a) :={ xe A lxa c. I } ± A
.

Dann erhalkn wv  exakte Sequent

0 → Ah I.  a)
⇒ Alt → A # (a)

→ 0

Da It (a) 7- I und IEI maximal
,

is t It G) EI
,

also HIHA)

hat asdliche Large .

Nun ausenommen , bet I
.

Da  ab EI
,

ist

b ( Ii a)
,

also ( I : a) 7- I
,

data
died AKI  a) bn end biker

L£ge
. Nun fdgt wegeu der Sequent  does

,
class A II eben falls

ehdlcihe Lange hat
.

Yu zu IEE
.

Also bet
.

Dam it I prim .

Da had Ann  dime ake Prim ideal maximal
,

it I  maximal
.

Dann  is £
aber AII Kerper und dam it non end like Lange tf ZUIEZ

.
Also

muss A wn end lecher Lian se sin
,

und dausit  artinsd had Satz 7. 5.8
.

\


