
Kommutatine Algebra ( Thiel ) 22-1

Vorlesung 22(18.0^-16)

8. Dimensions theories
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Krull . Dimension

Ided
: Die Lange cines Models  misst

,
wie weitsid Unknown  schadkln

lassen and ist dam it ein Map fair desse -

"

Komplexitat
'
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Die Dimension  cines

Rigs miss
,

wie wait  s :D "

Nullsklknmenfe -

' '

,
dk
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Prim idea 6

,
sdachlelu ( asseu

and ist dam it ein Map far desse -

"

Kompkxitat 's

Def ?Die Krull - Dimension dim A eines Rings A  istdoes fepremum do

Langen non  ketkn non Primi dealer  is A

Diese Definition hat lokabn Charahkr ,

Lemma "dim A  = spytfandim Ap

Beweis : Es ist Spec Ap a SQE spec AIQEP }
.

Eine He He do binge
n in Spec Ap entspridt also liner Kettedo Langen  in Spee A

,
daher

sup dim Ap E dim A
.

1st audoesats Po E. . €Pn= :P Ketk  in

A
,

so gist das Ke He do Langen in Spec Ap ⇒ Sup dim Apzdim A
.

Lemmat
1st I 's A

,
so  ist dim AIIE dim A

.

Beweis : Weser Spec AII a S Pespec A IPZI } is jede Primidealketk

in A II And eine is A
.
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Achtunji
Es gist noethersuhe Ringe A unit dim A=  round nidt - noethersehe

Ring A mit dim Ac x !

Bsp !1st Keen Koerper
,

so  ist dink = 0

Bsp

?
Sei A noetherseh

.

Satz 7.6-7 n' dim A=O⇐ > A artinsd
.

Bspi
1st  Keen Kerper

,
so  ist dim KEX ]= 1 :

( X ) m ,  • Punht

Ut

( 0 ) w )  -•affine Linie

dh .
dim VEX ]z1

.

Da KTD also Hauptidednng , istjeder Primi deal to .

maximal ,
d. L in der Tat dim KTX ] = 1

Bsp ?1st A ein Haupt ideating and bein Koerper, so  is .CdnA=1
.

⇒ dim E= 1
.Bsfi1st Keen Kaper

,
so  ist dim VEX

, Y ]=2 :

( KY ) -  • Puuht

* ) -
•-

affine Linie

ut

( 0 ) - >
¥

affine Ebene

dh dim KTX
,

} ]±2 .Aus ltbung 11.4 fdgt  in der Tat dim KEX
, 4]

.

BSPY
1st allgemeine R an Haaptidednng and been Kerper

,
so zeegt

63mg 11.4
,

class dim R[X]=2= dim R + 1. ⇒ dim IEXJ = 2
.
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8.2 Dimension has Pdynomringenusekorpern

Sat

#
1st K an Kerper

,
so ist dim Kah, ,kI=n .

Fur den Beweisbenotigen wir folsendes einfache Lemma :

Lemma

?
1st A an fahtorie Her Ring ,

so  sind alk minimal , Prim  idea 6

berets Hduptideale .

Beweis . Sci P mini males Prim ideal
.

W Ehle 0 # XEP and sci

×= pn
.  . pn Prirfaktorisierung .

Da P prim and xep
,

ist Pi EP fur
ein  i

. Da Pi prim ,
ist ( Pi ) Primi deal

.
Dies it ungleid Null and

in P enthral Lee
,

also  ist Schon ( P ;) =P wegen do Minimal ' tat hosp

Bewcis wn Satz : Mit Indentation Else new
.

Der Fall n=o istklar
.

Sci also n > O
.

War hater care Drimideacketk

( o ) E ( Xp 4- ( X
, ,tz ) f. .  . G ( k , ,

Xn ) ,

daher
 ist dim VEX

, , t.tn .

Sci nun Po tape .  .
EB belies .se

Primideelketk .

Wir Zeescn ,
dass ren gilt .

1st Pot 0
,

so vertansea
wir die Ketle

,
Kernen  also  oBdAPo=O annehmen

.

1st P
,

keen

mini  males Prim ideal
,

so Wahlen wir mini males Primi deal P in Apa
( existiot  had Ujung 3. k ) and fig -

dasher P an CPEPD
.

Wir tonne
-

also  OBDA  annehmen
,

class B minimal ,
Printed ist

.

Da Kan
.

,
XD faktoriell ( induhtiv : Pdynom ring in einu Variable - Bo

fahtorielkm Ring istfaktorieh)
, folgt aus dem Lemma  oben

,
dass

pn = ( f ) far an Otfepn
.

Seieckbeseliebgund
.

setzeYo :-. :X
,

 - Xnei for 1£ icn
.

1st m=XY=Xjh.
.  . Kiein Monon  wn f

,
so gilt
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Matin
. "

XY
"

= ( Y
.

+ Xe )

"
. ( +

xetz
... ( +

xemy"
'

. fn

"
n %

n
Yn

. I n

= #
et

#
t.it  

←
← '

th+
. ... + Yn" ...MY'X÷Grad done ,  =

 yetyet...  + th
. ,

en 't  pn kleiner Gad

⇒ mist normivks Pdynom in

Yn
, ...

,
Yn

. , An mit Leittumhike
Woihtt man e > yo. Hi

,
so Sind die Yi die Ziffvn der Daskkung non

den
do Basis

e.
.

Sind also XY and K Monomeuen f unit XP # to and
WENT  man e > K . ,ui Ki ⇒ diyet do

, e .

Wehlt man nun e > Yi Ki and four alley ,
Sodas XY Monomwnf

,

so sieht man
,

class f ein Poly nom  in k , ,
Yn

. ,
,X .

istmit Leittum

AndMit Otxek und D=  Max } dad .

1st at 1
,

soersetzif dwdxtf .

ES ist dann  inner nod B. = ( f ) und f ist  nun  norniotalsPoly .  in 'h
,
,k

. ,
.tn

.

fei ge ( Kah , .

,
Yn

. , ] ) [ X ] das Poly nom
,

das aus f entskht
, wenn man

Xn dual eine none Variable X ersetzt
.

Dies ist nwmiet und g (Xnkf ,
dh g ( Xn ) - f = 0

.

⇒

XNEKLTH
, ...

,
Xu ] ist grant Eber A :=K[ Yn

, ,Yn . , ,f ] a- Vkh
, ,

Xu ]

⇒ AEXN ] ist ganz  ebo A

Da Yi  = Xi - Xnei
,

ist aber ATXnI=K[ Yn
,
4mA

, t.tk#.,Xn ]
,

d. LKTXN
. , ,h] ist ganz  Her KEH

, ,Yn . ,

,f]=A
.

Wirhatku jetzt acre Primidecdketk Oapo EB F. . . § Pr in

KEXN
.

,
X

.

] Mit ftp.wirerhakeudsnnketle

0 =D ; E R
'

s
... a- Pr

'
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in Spec A  Mit Pol :  = Pin A

.

Da  also A  a- K[Xn
. , X. I grant ,  

and de

lnhlnsionen  inner  nod striht ( incomparability ,
Satz 5. 4.4 ) .

Da f
er ha Ken wir had Rans later non f ene Kelle do Lage r - 1 in

A / ( f ) = K[ Ya
, ,

Yu
. , ,f]Kf ) = KTYN

, ,
Yn

. ,
]

.
Diese Algebra wind wn

n -1 Element  a erzeeyt ,
ist also Quotient ones Poly non  rings VKXN

, ,Xn . , } .

Nadi lndnktionsvordnssetzung ist dim KTXR
,

,tn
. ,

] = n - I
.

Dawit  in

dim All f) En - A had Lemma 81.4
, fdglicb

dim AK f)
End
⇒ r - A En -1 =) r a- n

.


