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EL ist algebraist ⇐ { × } algebraist abhengig iberk the L

⇐ ) all e Teilmengen hen L Sind algebraist atshangig else K

⇐ > die ( eee Menge ist Transcendent basis ion Luter K
.

Dieser Begriff is wirhtel far uneudkche Erweikrunsagemaeht .

Lemma

?
Eine Transcendent basis wn Kan

. .

,
k ) also Kist {Xu

. ,
Xn 3

.



8.4 24 - 2

Beweisi Die Families Xn
.

,
hl e KQE

, .sk ] ist alsebausd unabhaingig Eber

K had Definition D a KLIN
, .

,
XD e Hk

, ,
Xu )

,
is das also died algebraist

unabhengrse Familie  in K( Xu .

, Xu) .
Ein beliebges Element wn Kan .

,
Mist

nun wn do Form tg mit f. g GKEXE
, ,Xn] und go .

Die Menge 5/4, .

, Xu
,

¥3
ist jetzt  aber  algebraist abhengigubo K

,
deun

KEY , . ,Yn+ , ] → KCXN .

,
Xn )

Y; t Xi
Ynti ts f-

g

1st mist in jektn,
denis gth , .

,
Yn ) . Ynt

,
- f ( Yn

. , ,k It > g. tg - f = 0
.

Also ist W . ,

ln3maximakalgebraisdunabhdngiseTeetmeuge.Lemma6EinealgebraisdsuuabhangigeTeilmengekxlxc.nEListTranszeudenzbasisgendudann.wenndieErweiterungKC@dx.a

) a-

LalgebraiscListCHiebeiistKka.c.nderk6inslesaxk.aenthaKadeUnkrkorperwn4.Beweisi.KLar.SatzFSeiLeinErweiterungshorperwnK.DaunhatLeineFaus2euden2basisuberKundjezweihaSenohegleeaheKardinalitatJedealgebraiscLunabhangigeTeiLmengeksunzueinerTrans2endentbasiserweitrtwerIen.BeweisiSe.BdieMengedeuJeKalsebraalunabhangigaTalmeusewnL.Dannist0eQalsoBt0lst@xhcnanfsLeigendeKeHqsoystoffeusidtticLdudUnBxGBunddasisteinSupremumdoKeHe.NadZornsLemmahatBalsoeehmaximaksEkmeht.d.L.aneTans2eedeiebasis.AnalcgsiehtmaqdassesuSerjederaGebraisdunabhangigeTaLmengeetneTranszerderzbasisgebnmuss.BleiStzuzeiseydassalleTrans2e-denbasadieselbeKardinahitEthaben.Zun

 a- dst zeiger wir  unit lnduhtion

Be me KY folgendes .
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Beh : 1St KEL line Koirpoeweilerung und Sind B
,

Bl end like Transzeadenz -

base not m= 1 B
'

1 a- IBI ,
so ist boats 1134=1131

.

Bew : Sei B={ xn .
. , xnl und B

'
= { pn ,Bm } 1st m=O

,
so  ist KEL algebraist ,

daher and 13=0 und n=O
.

Sci also m > 0
.

Dann gist es R.  mit

Pi Ester ,  nxn }
.

Sei OBDA  is 1
.

Dann ist { xn , . , , xn ,
Be 3algebraist abtsangis

Weser do Mahimalitat non B
.

Es gilt also FEKLIN, ,h ,
Y ] unit ftp..in

, Rko
D a {an , ,xn } alg . unathangig ,

muss Y in f duftreten
.

DaA nidt algebraist
liter K

,
muss weiterhiu ein Xj  in f dnfketen

. Sci OBIA j=1 and setze

B
* 

in { t↳ . , xn
,

B. 3. Wir habe  nun  einen Turn  alsebraisdo Erweitruage

K(B* ) a- K ( B *

usq} ) a- L
- ,

alfebaisd enthalt  B algebraist
mitlels f da  B Trans  Zendenzbasis

Die Menge Bt ist  algebraist unabhengs ,
denn : falls  midst

, gist es

gGK[Xz
, . .

,
Xu

,
Y ] Mit gke , . . > an

, B) =O
.

Da He , ,x ,
3 algebraic L uualhdngg,

muss Y in g anftvetu .
Dann  ist  also f. algebraist eiser Klxz

, . . , dn )
.

Dann  is also Kku . ,
on ) a- IN Bt ) algebraist und dam it Was

,
a) EL

algebraist ⇒ d algebraist tuber K(&↳ .
,xn2 Yu

Also B
* algebraist unabhangig.

Die Menge Sa
, . ,xn3 and 5pm , Pmih Sind

algebraist unable gig n' So KLPD und da

WPI ) ( Las . , in ) = KCB 't ) a- L algebra . al

K( Be )( ftp..fm . , )=H( B) EL algebraist

Sind das Seides Trans zadenzbasa wn Later VYPD . Die In dlukkonsvoraees
-

setting impkziot nun M - 1 = n - 1
,

also m=n
. Das zagt die Behauptunf .

Nun Zurich : Sein B ,B ' zheitranszedenzbasu von Lieber K
.

OBDA sci

IBYGIBI 1st B endlich
,

so folgt 1134=1131 unit der Belouptury oben
.
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Sci also lBl=a
.

Far jedes PEB
'

gist es en dteohe Talmage

Bp
EB

,

so class B algebraist Eber WB
. )

,
da  algebraist Relation - duel

Pdyuome gesebh and and diese haber nw end hit ride Tome
.

Sci

B #
= Vaz ,Bp.

Es ist B *
= B

.
In de Tat gilt  also Gladheit : Angenommen

,

nicht ?Dann gist es xeB\B*
.

Wissen : a is algebraist rise KCBY
,

da B ' Trans zedentbasis
.

Wei Khin  est WB ' ) had Konstrukton algebraist
utse K ( BH .

Also  Ist x al sebraisduber KCBTT
,

Y zu B algebraist

unabhengg .

→ 1131=113*1 = I µ⇒PpI = IBY
,

da jedes Bp endlich .

Def ?Man nennt die Kardinalitat auv ( and dauitjedar ) Transcendent
basis non L Eber K de - Transcendent grad non Lieser It

,
seschriese

trdegkh .Bsps: trdegk Kun
.

,
Xn ) = n .

Allgemeine definiee wir :

Def
' ?Der Trans tendenzsrad einonulltilrfeien K . Algebra A is

definite als trdegk A :  = trdegk QCA )
.

8.5 Krull - Dimension  and Trans endenzgrad

Setz ( No ether Normalising )
?

Sei A eine Algebra eedliehetypsusveinen
Koper K

.

alsebraisd /

" hsbhinsise

a) Es exist ear r Yn
. ,

Yd soda  ss A endlide Model liber Kan. ,
Yd ] ist

.

b) 1st In § . .

EE
ldedketk  in A  hit dj : a dim  Ij und d

,
> dz > . .

. > dm > O
,

so lassen Sid die Yi  in a ) so Wahlen
,
class

I jnkth. . ,
Yd ] = (

Ydjtn
, ... ,

Y d ) tj=h , m .



8.5 24 -5

Beweis : Si zunoidst A=K[ Xu
. , XD] en Ddynomny . Beginner mit  end honstnioe

wir indnkliv for jedes OEEED Element has
. ,

Yde' und Yen ,
sodas , gilt

(1)
A ist  endl

. erzeigto Model do Be :-. KEY . ,
Yeh

,
Yet , , .

,
Yd ]

.

(2)
Ijn Be 2- ( Ynfes , . ,

Yd) VHEJEM
,

wobei how :=  max { dgtt ,
et 13

.

Start
,

e=d : Setze Yik'
' = Xi Hkiad und Yen :=1 ( nidtsenotist )

.

Sdritt e→e -1 falls d >  e > dm , Sei k der kleinsk Index mite > dk .
Es

gilt like'
=  et 1 and daher Ihn Be 2 ( Yen

, . ,
Yd) had

(2)
.

Wir Eugen ,
dass Ihn K[ 44 , . . , Yee' ]=tO

. Augenommen
,

nidt
.

Dann  muss

Ikn Be = ( Yen , ,
Ydl ab weak in Be seller .

Es  ist

dim (Yen
, ,Yd) =  dim K[Yi%

,
Yd "

,
Yen

, ,Yd]/(Yen , ,Yd1

= dim H[ 4.
'
9

,
Yea ]

⇐
Yes

, . ,
Yee) missed gebrorsd unabhdngy seen

,

dem Sonat wire trdesk Be < D= trdesu A

lfzu Be a- A  endlid
.

had (1)

⇒ dim HE Yie's
. , Yet's =  e  nad Sat 8. 2. ^

(M imphiziof weitohh
,

class Bee A gant  und dasher

dj = dim Ij  =
dim Ijn Be =e

had Aufgak 12.3
. lfzu e > dj

nidt has tanks

Wir home also t Yee Ihn KTYIE's
. ,
,Ye4J Wahlen

.

Nad Bemokwy 8.24

gist es Element Yie
" '

, .
. , Ydej

"

,
sodas. KT Yie '

,
" ,

Yde' ] end hit ozengter
VK Yit ' '

, ...
,
Yeti

' '

,
Yet - Model

. Mit dies . Elements behommen wir
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Be
. ,

a- Be endkil ⇒ Be
. ,

c- A endtd
,

dt a) gilt . Eigensdeft (2)

list hlar
,

da Ben due Ekmark Ye , ,
Yd euthatt  and hfe

'
- hfe "

a- 1
,

dl
,

in Sdritt e →  e- A hommt  in de -
Shui Hu hddskus Ye da  zu .

Sdritt e →  e- 1 falls esdmi .
In diesen Fall Sette Ye .  = Yeh und

Ydt ' '
:-. Yde ' far alle  i

.

Er feller offasidtliel die Bedehyunga,

Hate nun Etemak Yn
. ,

Yd mit UTYN
, ,

Yd ] a- A endicl and

Ijn KEY , ,Yd]z ( Ydjn , . .
Yd ) Vy'

.
Wie  ok sieht man

dim Ijnklyn ,
Yd ] = dim ( Ydjti ,

.

,
Yd )

Nun  ist also (Ydjt , , . ,
Yd ) Bimidea

.

Wair  also IjnK[% ,
Yd ] }Hdµ, . , W

,

so ksnnk  man jede Drimidealketk Eber Is nK[ Ydjt , , ,
Ya ] nod mit

( Yd
,µ , . ,

Yd ) Verkin gon  ⇒ Widrsprud zw Gkedhat de Dimension
.

Zeegt die Aussage fur Pdyuomoinge .

Seen nun A allsemen
,

Ask # " " TDYI
.

Sei  Is
' does Urbild

center KTXN
, .

,
Xd ] → A

.

SetteIs: ' I
. Erhalk ldedketk

If
E .

- - F In '

in KEK, ,td ]
.

Satt far Pdynonringe gift %
,

Yd hit KEY, ...
Yd ] ska

.

,
XD ]

end lid und

Ijl
n K[ Yn . , Yd ] = ( Ydjtn . ,

4dL

,
dj '

- dim Ij
'

= dim Ij .

In sbesonder ist

⇒

If
nH[ Yi

, ...

,Ydo]=
( Ydjtn . ,

Ydo )

⇒ Io
'

n Keh , . ,
Yd

.
]= 0

.

Da UTYN
. ,

Yd] ⇐ UTX
, , ,

XD ] end lit
,

its

Kth , ,
Yd

. ] =
KT Yuri YdJ/Inu[% , yd ]-7k¥ " # YI = A

endlich Ofbusidthd gilt nun die Behaptuy met cheese Unkralsebra
.


