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8.7 Vorlesung27 (03.02.47

Woller Zeiger :

19

Satz : fei A  ah no  ethoalo lohaw Righit maximden Ideal M
.

Es
 in aguivahut

a) A  ist regular,

dl
. dimaanmtuz  = dim A

b) M wind wn eino  regulate Sequent  eeeugt .

In diesen Fall ist A boats lnksntatsbereich .

Zum Beweis nods einige Zutaten
.

Lettie , Mal hake wir bewiesen :

Sat Etkrullssdsuittsatt) Ii A an noethoaho Rig und I # A
.

1st

XE n?µI
"

,
So  ist XEXI ( kttles real gezugt )HookahSei A an noethersvr Ring and I I A

.

1st A ein Berard

odo ist Iefaat ,
so ist nIµIn=O.

Beweis : Ii Xe
AI"

.

Nad Hulls Sdnittsotz  istdaun
XEXI

,
dh

×= xa  mi 't ac .  I  = s ( a- Mx =O
.

Ht A Derail
,

so gilt a= 1 1
Zu It A odr x=O

.

1st I c- fact ,
so  is -2 a- 1 e At =) x=O

,

Korollar ?1st Aeinnoethersdr to

hater
Ring hit maxima ten Ideal M

,
so  It

AM
"

-0
.

new

Benes Folgt  soft

Lemma
"

(
"

Prim - Vermeidung
" ) Seien In , In Weak in einew Ring A and sci f

eh Ideal
,

das  in heinen de Ii enthalkn ist
. Sind mindeskns n -2 do Ii

Prim
,

so ist and Jet VK.fi .
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Bebeis: Kinne °BdA aunehnen
,

class Ii prim Hi > 2
.

Mit lnduhtion  user n . Fall
n=1

ist
Hat

.
Sein >1. Nad lnduhtion  in

far

jedesj
J ¢ U Iiif

 ti

Es gist also zjeT\ ¥
,

Ii .
1st zj € Ij far an j ,

so sind wrrfokig.

fei also ZJGIJ fj .SetteeZ= Zi . . Zn . ,
+ Zn .

Dann  is Zef ( da Head
,

Abe z¢IiKi
,

denn :  ist

ZEI
,

far  an ian -1
,

so ist

Z
in

= Z - Zn .
- - Zn

. ,

E  I , §ZurDefvon zn
.

GI
,

.

-

GI .

da  Zi  EI ,

HE Z c. In  ⇒ Zn . . zn . ,
= Z - Zne In .

1st n=2
,

so  

istz-zetzzeIzunddam.tZeIzlfzwWahlwnZa.Seialson72.DaInpnmundzi.zmeImisEZieInfareeAEicn-1lf.Lemm2a4lUmhehrunjlwnKrulls1dealsat.4iSeiAnoethersuherRigundPeSpecA.lStcodimAP-c.soistPminimaLuJereinemwncElemeuKerEusLa1deal.Beweis.KonstruieminduktivE6nasteXn.xrinPmitCodimACXin.xrhr.EsistdauncodimACXu.Xc1-c-coolimAPalsomussPminimaluTeCXn.yXdseeydaCxn.xdaP.AnsehomneyXnyxr.nsindhonstruiert.feiMdweMengedominimakPrimideakube@nnxm2DaAnoetLersu4istMendtednadAufgakl0.3.DacodimAQu.y

xm )
,

istcodrmAQzr-1VQeM.NadKruHs1dealsatt8.7.6istandererseitsaberdnd@dimAQar-t.AlsoCodinn.Q
= r - A FQEM

. Da codimap = c > r - 1
,

muss dann P¢Q
far  alle QGM geller . Weser Primvermeidung 8.7.23 ist also
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P€¥µQ . Sei A EP\UaanQ .

1st Qlespee A  mit ( xn . ,
x

.
)

,
so  ist

died Qn
, , x. . ^

) a- Ql
,

es gist daher QEM Mit Q a- Q '
.

Da xrct Q
,

ist QEQ ! ⇒ codim AQ
'

> Colin .nQ=r - A

⇒ codrma ( k
, , xr ) > r

.

Andere sets liefof Knells kleabatt 8.76

Coding ( xb . , Xr ) Sr
.

Also codimt ( b , A) ⇒ .

Lemm

#
1st A noethersuhu (okale Ring mitmatimalen Ideal M and

istsxn
,

menso ist  Equivalent :

a) dim Akxn
. ,k)=O c) M Neck

, , xn ) fir N > > 0
.

b) Mist minimal user ( xn , ,x . ) d) (xn,ht= M
.

Es gilt dann dim A  En
.

Watchin existed  one Familia
,

desse Grope

gleich dim A  ist
.

Sdche Families heifer Parameter system far A

Beweis : A"quirakn ten folfn aus Lenna 8.23
.

1st M minimal user ( k , ,t . )
,

so ist had 'sHulls ldealsstt 8.76

dim A  = Coolin AM £ N
.

Anderuseits existed had lemma 8.7.24 Element Xn , , xn EM
,

sodass

n = coding M= dim A und M minimal liber ( xn
,

. . , Xn )

For ( ohck Rife kann  man  nun dns Kruks Hauptidedsatt acreAussajeuserDimension  a  ablates :
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Lemma 1St A  an thaler noethvsde Ring and XEA beine Einheit ( also XEM )
,

so gilt
dim Ahx ) Z dim A- 1

1st t Nidt - Nukes to and been Einhu 't
,

so gilt
dim tku = dim A- 1

.

Beweis : Tt :-. Akx , ist ( okd mit  Max Ideal tt :  a M / ( x )
.

fee Xn
,

. .

, xn.CA,
sodass door Bilder In . , E Parameters ysk - fin E gets ,

dh
dintk # EFO

Es it ATCE
, , #

= Akx
, x.mx , , ,

d. L
.

dim Akx
,t.x.TOund daher dim A  a- nth = dim Akx ) + 1 .

1st x kine Einheit
and Mitt - Nukteiw

,
so is -2 coding ( × ) = 1 had Vvuks Haeptidealsatt

8.24
. Folskd muss

dim Akx ,
= dim ( x )€ dimA- 1

and danit gelber und damit

dim Ala ,
= dim A- 1

.

fetid abo zum Bewee 's wn Sstt 8.7.19

19

Satz : fei A  eeh no  ethoater lohaw Rig

hit
 maximden Ideal M

.

Es
 ist  again 64 .

a) A  ist regular,

dl
. dim.mn/nz=dimA

b) M Ward non einer  regulate Sequent  eeeugt .

In diesen Fall is A boats In Lesntatsbereieh und jedes Urbild ever

Basis won Mlnzgibteine regulate Sequent .



}
.

'

27 - 5

b) ⇒ a) fei M = (xn , . , xc )
, regular Sequent .

Nad Lemma

8.212
ist

dim A- codimam =  e. Nad Nakayama -
lemma 3-5.7 ist

din µmM/M2  a- Colima.

Nad Satz 8.78 ist oh A E dµnM/µ2

⇒ oh A  = dinammlm ?

a) ⇒ b) Belair round dot mt In dentition Else dim A
,

class A  an lnksntartbereieb RE
.

Fall dim A  =O : A  ist lohd nit maxima kn Ideal 0 ⇒ A ist Karper
Sci also dim A  = n > 0

.

Es gilt M2tM wgn Nakayama - Lemma

Da A noefhvsd is had Aufgak 10.3 die Menge Il do meander

Primideale wn A eedlieb
.

Du dir A > O
,

ist Mell
,

also M $ Q KQ all

und M 4- M ? Weser Primuemeodey 8.7.23 is daher

µ 4- µ2 v UQ
Qeue

fei X .cM\(M2u§fQm ) .

AT = A / ( × ) is lohal mit  maxima ten Ideal it :  = Mkx )
.

Da x¢ Q KQGM
,

ist dimA< dim A
.

Also muss dimA= dim A-

A- n - 1

geller nad Lemma 8.7.26
.

Sei K :-. AIM and V :  = MM ? Nad Vordnssettury ist dimkkdin A  =n .

Sei I das Bild wn x in V. Da X¢M2
,

it Eto
.

Also  ist

dim KYCF) = dink 1 = dim AT

Es gilt Attn = Hayman = K

und MTA = MAY mya ,
= Vkx )

⇒ chinaz.tt/n2=dimkHCx)=dimA
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⇒ A list regular .

Da dinh < dim A
,

is At also lntesntatsbeeid
had lndnhtionsvoraeessettuy .

Daun  ist ( × ) also Psimidealwn A
.

Da X¢Q HQEM had Wahl
, it G) been  mini rates Drimoded

→ FQGIL unit Q 9- ( x )
.

1st  also ye Q
,

so  is y=ax far  an

aeA .

Da XEQ and Q prim , folgt AGQ
.

Also ye  XQ .

Das tegt Q= XQ .
Da XEM = faecal , folgt met dem

Nakayama .
Lenna Q=O

.

Dais Null idealist also Prinided ⇒ A

ist In Lesitatsbeeech .

Scinun Xn . , xn Urbild einer K - Basis  non Mln ? Es is n= dim A
,

da A

regular . Nail Nakayama - Lemma  is Xe , . , An mininak Erzeugendengsku
won M

.

Sci Ai :-. Akxn
, ,× , n , .

1st (okal hit Max Ideal

Mo :-. Mkxa
, xi.nl .=

( *  ' k )kxn
, Xin )

M ; erzugt dnrd Xi , . , Xn und die Bilder Sind Basis non Mith ;2

- Xi , .
.

, Xn min  in  ales Ertegendensysle - w - Mi
.

m dim A ;
 < n - it 1 = dim MilmpAnderesails ist

dim A ; z dim A- its =n - in

nach Lemma 8.226 .

Also

din A ;
 = dim MM;

'

⇒ Ai regular ⇒ Ai lnksitatsbereil . Fdsbilist An
. > b) regulate

Sequent .


