
Kommutatine Algebra ( Thiel ) 28-1

Vorlesung 28(08.02.47

g. Dedekind - Rinse

Aus der ltbung :Satz
: Fur auen lnkgifatsboeed A ist  equivalent :

a) A  isl noethersd and Are is diskreto Bewerbungsnty take Max A

b) A  ist noethersrh
,

ein dimensional and normal
.

c) A  ist noethosd
,

eeudinensoond and regular ,
dt An regular ktktlaxl

.

In diesew Fall hupt A Dedekind - Ring .

~ ,

"

Dedekind
. Ring = gla He Karen

"

Bsp : feder Haupt idealbereil is Dedekind - Ring ,
z.B.TL

,
KID

.

Satz : Die Normalising G ton I in  einen IahlkotpoListet Dedekind .

Ring .

Beweis. 6< ist had Konskuktion normal
.

Weitvhin is .LI e G< gone ,
dater

dim 6< = dink 1. Blatt zu Zeiser ,
dass G< noethosclist

. Zeiger das in 3

Sdritlen .
Sei A := GL

.

1 IAIPAI < x KPEI prim .

Bevis : Alpa  is Vektorrann  Else THPE =Ep.
Essen # date dinpp A1pA<x

Zu Kisen .

Sein In , . .

,
In .CA/pA linear unabhaingig Her ftp.wirtee.sn,

class
fiber Q

Urbilde an , .

, an EAEL linear  

ienabhangif

Sind
.
Angenonmen

,
wait ... tlnan =0

far sense li GQ
,

wilt alk sked Q

.
Dwd Multiplied de Nenno  nut dem kg Vde

Neuner hinnen  War OBDA X ; c. I Ki annehmen
.

Weiter his henna wo - o Bd A
aunehmu

,
class nidtalk X ; dwd p teilbar

. Dan - ist II t
. .tIan=O
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ndt - trivial Relation I
.

Also gilt dim #pA/pA ← dim QL < no

⇒ IAIPAI < x
.

2 I Alm Al < x tfme Iko ?

Beweisc Fair m Prinzchl bewesh
.

Se m=  me .  mz .
Dann h< be wir  eeakle

Sequent aklsdu Guppe

O → Hm .int/mnmzA-A/mzA → 0

⇒ I Almnm
.
Al = I Alma Al . Htm

,
Al

.

Aussase
fold nun mitlndehtionuse

die Anioakl do Primfahtoe nor m
.

3. Ii I -4 A an Ideal
,

I #Q Wir Zager ,
day me I far en me ZVO ?

Ange now  men
,

In I= SO? Da TL E A saute ,
ist deal Z= FINE e ALT

gant and daher
dim Alt

= dim I = 1
.

Da Ito und Oespec A
,

hann  man  also jeck Prim  idea ( bette liber I

also nod mit 0 erweiton
,

d. L

1= dim AII < d A  = 1 I

⇒ F Otho In E
.

 ⇒ ( m ) a- I ⇒

tIkon ) 1 E 1 A / ( m ) 1 < 6 had 2

= , Ikn ) = ( In ,  Ian ) far guise ai c. I

=) I = ( M
, Ge , ,

Girl
.

Also sides Ideal end lid ozeegt  
= , A method

.
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Bennerhung
.

Man hann sogar zeesen :
I a- 0< is endkd ;

 ⇒ G< ist

fries E- Model !

Bsp : KIVI ] = Gang ,
ist Dedekind - Ring ,

1st also niclt fahtooiek Chiang
9.6 d)

,
dem :

6=2.3 = ( At KIXA - F5 )
Sind the vosdiedeue Fakturisierunga in  Trreduzisk Element

.

Es gilt also folgende Verakgeneineruny :

Satz
. Far ane lnkgibatsbereid A ungkicl Korpo ist Equivalent'

a) A ist Dedekind -

thing
b) fides Ideal OtI ( est

sides
deetig als Produht wn  Qinideak

Schreiber ,

I  = PY...pin hit

eindutige
P ; C- spot and oiz 1

.

In diesen Fall Sind die Prinideak in der Faktoniserung gender die  use  Iligewk
Primo de ale

.

Beweis .

a) ⇒ b) : Es Test OGSPAA ,
O€I und dim A  = 1  ⇒ dim AII = 0

.

Da A
no ether oh

,
is .LA/InoethersuL ,

daher hatAle uw ended net
minimal Primideak ⇒ Spec AII ist  endlid

.
Seie P

. II
, ,PnlI dies

Primi deck
,

P ; C. Spa A
. Wege IIO and dim At

,
is E Pi e Max A

.

Da A
Dedekind - Ring ,

ist Ap ,
diskrete Bewertungsringfedes Ideal TO ist

also Po Lent des  maxinala Ideals Pi Api had Aufgase 13.3
.
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Da  Ito
, ist  IAP # 0

,
also

IA
p ;

 = ( P
; ftp..fi = PsiAp

,

far  an g.  a #
. Da Iepi ,

ist IAR .
* Ap ;

 ⇒ ui  7 1
.

Da AII Wtinsdi
,

ha be

wir
had Aufgase 11.1 d ( Koala . zu Satz 7.5.10 )

line hanonischn Ringisomorphism us

AII = IT (ALI )p, ,=
= II. ( A #

pay ,=Pespeat
Pat

= IT APYIAP
,

= IT
,

Apfpginp
,

± 1¥Af
Pei

ist beats lohal
hit  max  Ideal Pc.

±
A / I Pei hit Chinesisohem Rertsats

,

Aufgabe 2.2
.

⇒ I= I Psi = ftp.t
I

 ufgok 2.2

Das Zeist Existent do Faktorisierung , Eindeatgkeit : 1st Otpespec A
,

so

8Mt
Ip=IAp=P

"
Ap

fir an eindutiges up EH
,

da Ap diskreter Bewertungsring .

Das zejt
Eindentigheit .

b) ⇒ a) Sind If ⇐ 0 Ideate
,

so gilt  

Iff senor dam
,

ueunalk

Drimideak in de Fahtooisieuy wn f and in I hit hodsk .  . gleicher
Pokutdnf tree and mindesku eine echt kleiner is ⇒ A noethersd

.

1st Otpespect ,
so hat Ap ebafaks eehdahge kledfaktonisiouy
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( Heck in Ap Sind ja eeufad Idea 6 n A
,

die  in P enthake Sind )
.

→ 1st 0 # × c. Ap  ⇒ ( × ) =P
#

Ap .

no : At → E
,

xt ,  ocx )
,

for tgesett
chef Q( Ap) is dishrek Bewertuy hit Bewetungssy Ap

⇒ A  ist  Dedekind - Ring.

Bsp : Hatten sesehen
,

class de Dedekind - Ring FIVE ]

nichefahtoriellistda
6=2.3 = ( it VI ) (A - VI )

Auf ldealebene gilt  also :

(2) ist been Primi deal Mehr  in IEKFJ ,
denn

TLEKFIKZ,
a #×%2

,

t.at#zLXY(xz+sy=EWkx2+DUnddasistben1nksitats5oeid,deunintTExIistXH=CXHP

In EEVF ] haba wir daher die Fahtorisieuq

(2) = ( 2
,

ttr -572

Analog :

(3) = (3
,

At VI ) ( 3,5 + VI )

H+F5)= ( 2,1 + VI ) ( 3Mt VI )

( 1- VF ) = (2,1+51 ( 3
,

5tF5 )

and damit
(G) = (2) . (3) = ( 2

,
tt V -572 . (3,1+5-5) (3

,
5+ VI )

= ( 2
,

A + VIT ( 3
,

At KI ) . ( 2
,

At FST (3,5+55)

= ( At VI ) ( t - RF )
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10
.

Primer zerkgung

Hatten sesehen : Eindaetige Faktorisierung wn ldeolen  in Primideak

existiof nw fw Dedekind - Rinse ,
dh no  ethvsche ,

normale
,

eindimensio  race

Rinje .

Frase : Was kaun
 man  in Allgemeine - nod madsen ?

Autwort : Prime rzerkgung !

At A ein Dedekind - Ring and Ito an Ideal
,

so konner win an duty
I= Pin.  . Pin ,

P
; c. Spec A Schreiber

.

Es ist dan - else falls
n

I= MPs;
it

d. hww babe I as Sdnitt uter Pnnidedpden on besdriebn
.

Anstett nw

Do Lenzen wn Pefpect zu Setradlen
, verallgemeinert  man def sogenanute

P - primate Idea 6 und erhatte

Sat to In einem noethersuhen Ring A hat jades Ideal I eine Primarzokguy ,

dh
.

line DWSHKY
I = D.

,

Qi

Mrt Qi an Prima as Ideal in A
.

Der Schmitt Lastsidhivbeinidt notwendis dud does Product eaten
,

da die Qi nicht not Wendy paarwesehoprimsind
.

Weitohin  ist so  eine Dar .

slekuuy nidt notweudig eindeutig

Jetzt Mehr Details
.
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10
.

1 Primer idea L

Def . Ein Ide d Q in einem Ring A theft primer , falls AIQ  * 0 and

jede Nubile in AIQ berets nilpoknt Ist
.

Lemma " QIA  ist
primer

genan dann
,

Wen - Q # A and

Xy EQ  ⇒ XEQ  ode yne Q far au n > 0
.

Beweis : QIA⇐AlQ±O
.

Sci Q primer und XYGQ ,
dh IF -0 EHQ

.

1St X€Q  ⇒ Into ⇒ Fist Nullteile =) Fist nilpokut  ⇒ y
" GQ far

a- n . Umhehrung analog .

Lemma , 1st Q primer ,
so ist VOT ein Prim ideal ( and damotdas

eindeutige minimal Primided also Q )
.

Es heift das zu Passoziiole Prim ideal

wn Q
.

Beweis : Sen . xyc.VE .

Dann  is -2 (xy )m=XmymeQ far al m
.

NadDefinition
 it  also XMGQ  ode ym

"
c. Q for a- n > O

.

Also

XEVI ode yc.VE .

Def : 1st Pespec A
,

so nennt man die primate - weak Q Mit assozierkm

Prim ideal P die P - Primeau Idea 6 non A
.

Lemma , 1st PESPXA , so  is P em P - primates Ideal Hnz 1
.

Beweis '
. War

.


