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10.1

Vorlesung 29(10.02.47

Lemma

?
1st QIA an Ideal mit VF mammal

,
so  is Q primer .

lnsbesondee

Sind Pole  nzeu M
"

,
n > 0

, lines maximalen Ideals M M - primer .

Beweis : Sci  NOT = Me Max A
.

Dann  is

.LA/Q=tO.DaVI=AP
,

hat Ala
Papua

uw gender et Primi deal
,

noimhll MQ
.

lwksondoe ist Pace

* a lohal mit maxima km Ideal MQ
.

1st I Null Later in AIQ
,

so muss IEMQ

gelth ,
da a 16 Element afberhalb MIQ Eiuheita Sind

.

Da M= TQ
,

is

Mla does Nilradihal wn HQ
,
d. Lake Element n MQ Sind nilpolenk .

Folshih ist Q primer .kordlar?1st A an Dedekind - Ring and Otpespec A. Dannsind die P . primate -

Kleck in A sendu did

Potenzen
Pn

,
n > 0

.

Bewu 's , De dim A = 1
,

istOtpcspe A bereits maximal
.

Aus dem Lemma  den

folst ,
class P

"

,
n > 0

, primer ist
.

fei and versa 't Q en P - privies Ideal

Wege VCI =P
,

kann  uw P iber Q liege . In der Fahtoririeruy wn Q

in Prim  idea 6 kann  also  nw P arftduchen
, DL Q  =P

" fir a- n > 0
.

Achtung
. In Allgemeine . gilt  abe Prime rideak t Primidealpotenzen

a) So As KTKD and Q= ( k 44
.

Es ist AIQ  = KEY] 144
.

Die Null Later

hierh Sind Vidfache wn Y,
also  nilpolen  ⇒ Q  ist Prima r

Es tst VE = ( X
, Y) ⇒ Q ist ( KD primer

.

Es gilt  as er

( Xilk ( k
, XY, 14 at Q g- ( X

,
Y)

⇒ Q heine Primi deal potent .

b) Sci A  = UEKYZIKXY - zy
.

Dann  ist ( Xiao KY - E) ist pin



2g - 2

⇒ D= ( I
, E) E Spec A

.
Es gilt IT - Ee PZ also IEPZ and

T¢✓# =P =) P2 ISE  nicht primer .

10.2 Eindeutigheitwn Primer  zokgungen

Def

?
Sci teen Ring .

Eine Primer erkguy eines IdealsI±A  ist eine

DWSKHUY
I= A Qi

,
nett

in

Mit Primer  ideakn Qi.

Man  nennt I zrlgbw
,

falls I eine Dimarzo ksuy
besitzt

.
Eine Drinarerleguy wie  ok haft  minimal , falls gilt :

a) Die Radikak VOI Sind alle  versdiedea
,

b) Kein Qi kannentfout woolen
,

ah Qi # D*Qj Heian

Lemma'
: Eine Drimarzokgung kaun  inner  zu  einer minima GaPrimarzerkgungverandutWoden .

Beweis : Sei I= %,Qi Prime rzelegung .
Sei P={ VQT

,
is '

'  - in }
.

Fir Pepsi

Qp :-. A a.
,

Icp ) :-. f in , , nl VOI =P }
.

ieI(p )

Deh : Qp  ist P - primer .

Bew : Es gilt ✓Ep = A VQT = AP =P
. Sci xye Qp und* Qp .

IGICB

Es gilt xye Qi

tie
ICP ) and es  muss an  ie ICP) sek mit x¢Qi

.

Da

Qi primer ,
nuts seller YEVOI =P = VQI .

Nun  ist I = p?pQp Primer zolesuns
,

in der alle Komponenle - verschiedenes

Radihal haber
. fetid entbeut man einfadalleuberftissisakonponenlen.
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Sei I -4A and betrachte AII als A - Model
.

Far XEA sei EEAII
das Bild

.

Dann  ist

Annal E) = S ae A |aE= of = fact lax e I } = : ( I :  x )

Def

?
Ein zu IEA  assoziierles Prim idea ist  an Drimided Pespeat

wn do Form P= KIT fir an x.CA
.

Es sci Ass # die Menge
die  so Primideak

.

Lemma ?Sci Q eeu P . primates Ideal
.

Far

x.CA
gilt :

a) 1st xeQ
,

so  i. ( Qix ) = A

b) 1st X¢Q
,

so  ist ( Q : x ) P ' Primer } ⇒ ✓(a# =P
c) 1st X¢P

,
so ist ( Q :  x ) = Q

lnsbesondeeist Ass ( Q ) = SP }
.

Beweisi
a) War

b) Sci ye ( Q :  x )
.

Dann  is -2 yxe Q
.

Da x¢Q
, gilt yc.VE =P

.

Also

Q e ( Q :  × ) a- P
. Foyle list P= VI a- KQ# ⇐ VF=KQ# =P

.

fei yz c. ( Q :  x ) . Anjenmmen, yet KQ:xT =p
.

Es ist xyz  EQ
.

Da Q

P - primer , folgt XZEQ  ⇒ ZECQ :  x ) ⇒ ( Qi  x ) P - primer
c) Sci ye ( Q : x ) ⇒ xye Q

.
Da x¢ P - VE

, gilt y GQ da Q primer .

Sat

Efei
I  = # Q .  etne minimal Primarzerkgung .

Dann  ist

Ass ( I ) = SVOI I it
, ...

,
n }

Die Radikale de Primarieleale in  einer mininalen Primer zelgung sind

also unabhengcg wn der Zokjung .
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Beweis : Far jedes x.CA gilt ( Ex ) = (AQI
: x ) =

A
( Qi : x ) and daher

VIII = AKah ffyaPo

Lemma 10.24

Augenommen
,

✓CI# = :P ist Prim ideal ( and dam it  assoziiert )
.

Beh : P =P ; far ein i
.

Bew , Angenonme PI Pi Ki  ⇒ Fir gales i gist es dan
- XiePi  Mit

Xi ¢ P.Fdglut ist TheIpo  a- Apo
.

Aber Txielp da P prim .

Also

P # Api Y Hate also P =P ; far an i. Andre  at gilt P = npisp .

Also P=Po
.

Folgbet ist Ass ( I ) a- SB
, ,Pn ? And versa 's t gist es far jeeks  i ein

Xi¢Qi
Mit Xi E I. Qj da die Zrkguug minimalist . Es get dann had

o Sen

kt⇒= A P P
j j

 
= j

XIEQJ
Das eyt As , CI ) 29Pa

, > R ?

fat ESei I zelegta .
Daun Sind die mini male Element In Ass ( I ) genan

die minimal . Primideak riser I
.

Beweis : fei I = D=,Q ; minimal Prima rzolgunj .

Sen PZI  eiu Prime .deal
.

Dann silt
p= rf z VI = § VQT a AIR

no
.

2.5 fdgt PapiMit dem gleicher Argument wie  in Beira 's w - Satt

far an i. 1st  also P minimal
,

so ist P =P
,

 und dies  is minimal in ASKI )
.

SeiawdererseitsPi GASSCI) minimal in Ass CI )
.

Ansenom  men
,

es gist Prom .

ideal P unit IEPSDI
.

Nad ° be West P der ahem Element P '

non

Ass CI ). Dann gilt  ate p '
a- Pepi  =) P '=Po

.
Also  is Z Pi  mini males
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Primideal
.

Def . Die minima ten Primideak in Ass # nennt man deed isoliot
,

the

Andere rennt man eingebetlet .
Die Komponenkn  eener  minima 6- Primer -

Zwleguuf dear assoziierks Primi deal minimalist
,

nenub man  minimal

( odd Eolierle ) Pninarkomponenlen
,

alle andere eingebetlek Primavhouponeda

Hier

ohne
Beweis ( istasereknatar ) :

Satz '
. Die minimal -

Driminrkomponente - in ein er minima 6- Drindrzolegung
Sind unabliangg ion de Zerkguy .

Dsp . See A=k[X , YI und I=CX2
,

XY) .
.

So Pa :  = ( × ) und Pz :  - ( X
,

4)
.

P
,

ist prim
,

daher Pr - primer . Pz is maximal
,

daber is 122
Be - primer nach Lemma 101.6

.

Es  is

( k
,

XD = ( X ) n ( XZXY, YY
.

Also I - Pnnpi

ist minimal Primoirzerlegung .

Dale  ist

Ass I=f B , Pz ?

B ist minimal
, Pz is angebetkt.

+ " |

= |•

www.beabcr and I. (k
, XY) = ( x ) n ( MY )

.

1st esefaks
noni male Primdrzerlegung → nw  minimal Komponenlesind eindeuty .

10.3 Existent wn Primoirzerbgunge

Satz . In einem noethosche Ring hat jedes Ideal line Prinirerlegung .


