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Aufgabe 19:
Welche der folgenden Teilmengen U ⊆ G sind Normalteiler?

(a) G = Z, U = {1,−1};

(b) G = Sn, U = {σ ∈ Sn : σ(1) = 1} für ein n ∈ N≥3;

(c) U = f−1(N) für einen Gruppenhomomorphismus f : G→ H und N CH;

(d) G = S4, U = 〈(12)(34), (13)(24)〉.

Aufgabe 20:
Es sei U eine Untergruppe einer endlichen Gruppe G.

(a) Gibt es keine weitere Untergruppe von G, die genauso viele Elemente wie U hat, so ist U
ein Normalteiler von G.

(b) Ist 2|U | = |G|, so ist U ein Normalteiler von G.

Hinweis zu Teil (a): Untersuchen Sie zu einem gegebenen a ∈ G die Teilmenge aUa−1 von G.

Aufgabe 21 (Zusatzaufgabe):
Sei G eine Gruppe sowie U1 und U2 Untergruppen von G.

(a) Zeigen Sie, dass
U1U2 := {u1u2 : u1 ∈ U1, u2 ∈ U2}

genau dann eine Untergruppe von G ist, wenn U1U2 = U2U1 gilt.

(b) Folgern Sie, dass U1U2 immer eine Untergruppe ist, wenn U1 oder U2 ein Normalteiler von
G ist.


