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Mit Primzahl ist im Folgenden stets eine positive Primzahl gemeint.

Aufgabe 1. Fiir eine Primzahl p € P und n € Z, n # 0, sei v,(n) = max{k € N |
p* teilt n}. Zeigen Sie:

(i) Firn € N gilt

n = H pvp(”)‘

peP

(ii) Fir p € Pund n,m € Z mit n,m # 0 gilt v,(nm) = v,(n)+v,(m). Falls zusitzlich
n+m # 0, so gilt v,(n 4+ m) > min(v,(n), v,(m)).

(iii) Fir n,m € N gilt

ggT(n7 m) — Hpmin(vp(n),vp(m)) und kgV(n, m) _ Hpmax(vp(n),up(m))'

peP peP

Aufgabe 2. Die Liouvillesche A-Funktion ist definiert durch
M N-— R, n— (—1)Zree%™),
Zeigen Sie:
(i) Die Funktion A ist multiplikativ.
(ii) Fiir die Summatorfunktion von A gilt fiir alle n € N:

1, falls es ein a € N gibt mit a? = n,

0, sonst.

(Axe)(n) = {

(iii) Fiir alle n € N gilt

= 3 n(3)
o

Aufgabe 3.

(i) Es sei a: N — R eine Funktion mit (1) = 1. Zeigen Sie, dass a genau dann
multiplikativ ist, wenn

a(m)a(n) = a(ggT(m,n))a(kgV(m,n))

fiir alle m,n € N gilt.



(ii) Essei m € N eine natiirliche Zahl, sodass 6m+1, 12m+1 und 18m+ 1 Primzahlen
sind. Zeigen Sie, dass die Zahl n = (6m + 1)(12m + 1)(18m + 1) eine Carmichael
Zahl ist, d.h., es gilt a"~! = 1 mod n fiir alle a € Z mit ggT(a,n) = 1.

Aufgabe 4. Es sei ¢ die eulersche p-Funktion. Zeigen Sie:
(i) Es gilt po(m*) = m*~tp(m) fiir alle m, k € N.
(ii) Ist m,n € N mit m | n, so gilt p(m) | p(n).

(iii) Fiir m,n € N gilt
_ ggT(m,n)e(m)e(n)
p(ggT(m,n))

p(mn)

(iv) Ist n € N eine natiirliche Zahl mit r verschiedenen ungeraden Primfaktoren, so
gilt 2" | ¢(n).

(v) Hat n € N hochstens 8 verschiedene Primfaktoren, so gilt p(n) > %.



