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Mit Primzahl ist im Folgenden stets eine positive Primzahl gemeint.

Aufgabe 1.

(i) Ist die Fermatsche Zahl Fn = 2(2n) + 1 eine Primzahl und n > 0, so gilt

3
Fn−1

2 ≡ −1 mod Fn.

(ii) Welchen Wert hat das Legendre-Symbol ( 822
2207

)?

(iii) Ist 17 ein quadratischer Rest modulo 6439?

(iv) Ist das Polynom X2 + 11X + 573 irreduzibel über Z/733Z?

Aufgabe 2. Es sei p ∈ P eine ungerade Primzahl, a = 2, und ν definiert wie in Lemma
5.7 (b).

(i) Zeigen Sie, dass

ν =

∣∣∣∣{n ∣∣∣ p− 1
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< n ≤ p− 1

2

}∣∣∣∣ .
(ii) Zeigen Sie, dass (

2

p

)
=

{
1, falls p ≡ ±1 (mod 8),

−1, falls p ≡ ±3 (mod 8).

Aufgabe 3. Zeigen Sie:

(i) Eine Zahl a ∈ Z ist genau dann quadratischer Rest modulo 2, wenn a ungerade
ist.

(ii) Eine Zahl a ∈ Z ist genau dann quadratischer Rest modulo 4, wenn a ≡ 1 mod 4.

(iii) Für eine ungerade Zahl a ∈ Z sind die folgenden Aussagen äquivalent:
(a) a ist quadratischer Rest modulo 2k für alle k ∈ Z mit k ≥ 3,

(b) a ist quadratischer Rest modulo 8,

(c) a ≡ 1 (mod 8).

Aufgabe 4. Es sei p eine ungerade Primzahl und a teilerfremd zu p. Zeigen Sie, dass
die folgenden Aussagen äquivalent sind:

(i) a ist quadratischer Rest modulo p,

(ii) a ist quadratischer Rest modulo pk für alle k ∈ Z>0.
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