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Aufgabe 1 (4 Punkte). Seien G; und G5 Gruppen mit neutralen Elementen e; € G und
ey € Gy. Sei weiterhin ¢ : G; — G4 ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie:

(a) p(e1) = ey und p(a™t) = p(a)™ fiir alle a € G.
(b) Ker(¢) C G; und Bild(¢) C G5 sind Untergruppen.

(c) Ist ¢ ein Isomorphismus, dann ist auch die Umkehrabbildung ¢! : Gy — G ein
Gruppenisomorphismus.

Hinweis: Es ist zu zeigen, dass ¢~ (aob) = p~(a) o (b ) gilt fiir alle a, b € Gs.
Schreiben Sie dazu a = ¢(a’) und b = (b ) fir gewisse a', b’ € G, (warum geht
das?).

Aufgabe 2 (4 Punkte). Seien o, 7 € S; wie folgt definiert:
(1 2 3 45 67 (1 2 3 45 67
" B3142657) TT\2314576)
Schreiben Sie o, 7, o1 und 7o sowohl als Produkt disjunkter Zykel als auch als Produkt
von Transpositionen. Bestimmen Sie jeweils Ordnung und sign.

Hinweis: Sie dirfen dazu Bemerkung 3.2.36 und Bemerkung 3.2.38 aus dem Skript ver-
wenden.

Aufgabe 3 (4 Punkte). (a) Zeigen Sie: Sind a,b € Z mit a,b > 1 und ggT(a,b) = 1.
Dann gilt

LZ)g.p=2Z)g x L)y

Hinweis: Definieren Sie o : Z/q . h— %/gxZ/p, x mod a-b+ (x mod a,z mod b)
und zeigen Sie, dass @ ein Gruppenisomorphismus ist. Vergessen Sie nicht zu zeigen,
dass @ wohldefiniert ist!

(b) Bestimmen Sie das Urbild von (2+67Z, —7+35Z) unter dem Gruppenisomorphismus
Z/210=Z/6 x Z/35.

(c) Entscheiden Sie (mit Bergriindung) ob die Gruppen Z/9 x Z/3 und Z/9 x Z/9
zyklisch sind.
Aufgabe 4 (4 Punkte). (a) Zeigen Sie: Die Abbildung
GxG—G
(a,b) — aba™*

definiert eine Operation von G auf G von links, die Konjugation.
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(b) Die Bahn von b € G,
b .= {aba™' | a € G},

heifst Konjugationsklasse von b. Bestimmen Sie alle Konjugationsklassen der S5 ohne
die Hilfe eines Computerprogrammes.

Zusatzaufgabe 5 (4 Punkte). Sei G = Sg. Verwenden Sie das Compuerprogramm GAP

(https://www.gap-system.org/Releases/index.html) und bestimmen Sie
a) die Gruppenordnung von G.

(a)
(b) eine Menge von Erzeuger von G.
(c) die Konjugationsklassen von G.

(d) alle Elemente einer Konjugationsklasse aus (c¢) Ihrer Wahl.

Hinweis: Verwenden Sie die GAP-Befehle SymmetricGroup, Order, ConjugacyClasses,
ConjugacyClass und Elements.




