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Aufgabe 1 (4 Punkte). Zeigen Sie: Ist H ⊂ G eine Untergruppe mit Index [G : H] = 2,
dann ist H ein Normalteiler von G.
Hinweis: Zeigen Sie, dass G die disjunkte Vereinigung von H und gH (geschrieben G =
H∪̇gH) ist, wobei g ∈ G \H, und anschließend dass gH = Hg gilt.

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei ϕ : G→ F ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie:

(a) Ist M ⊂ F ein Normalteiler, dann ist ϕ−1(M) ⊂ G ein Normalteiler.

(b) Ist ϕ surjektiv und N ⊂ G ein Normalteiler, dann ist ϕ(N) ⊂ F ein Normalteiler.

Hinweis: Vergessen Sie nicht zu zeigen, dass sowohl ϕ−1(M) als auch ϕ(N) Untergruppen
sind! Sie dürfen die Ergebnisse von Aufgabe 1, Blatt 4 verwenden.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Stellen Sie die Verknüpfungstafeln der Multiplikation und Addi-
tion des Rings Z/10 mit a+ b := a+ b und a · b := a · b auf.
Welche Elemente von Z/10 haben ein multiplikativ Inverses? Überprüfen Sie, ob diese
Elemente bezüglich der Multiplikation eine Gruppe bilden.

Aufgabe 4 (4 Punkte). Welche der folgenden Mengen sind mit den entsprechenden Ver-
knüpfungen Ringe oder sogar Körper? Bitte begründen Sie.

(a) {a+ bi | a, b ∈ Q} =: Q[i] ⊂ C.

(b) R \Q.

(c) C[x].

(d) Z/91.

(e) Z/569.

Bei c) darf vorausgesetzt werden, dass R[x] ein Ring ist, falls R ein Ring ist.

Zusatzaufgabe 5 (4 Punkte). Lässt sich bei dem bekannten Schiebespiel folgende Kon-
figuration
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in die Ausgangsstellung
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überführen?
Hinweis: Zeigen Sie, dass S16 auf dem Schiebespiel operiert. Überlegen Sie sich welche
Operationen einen erlaubten Spielzug darstellen. Wenn die obige Konfiguration aus der
unteren durch erlaubte Züge erreicht werden kann, handelt es sich dann um eine gerade
oder ungerade Anzahl der Züge? Vergleichen Sie das mit der Operation, die die Ausgangs-
konfiguration direkt in die obige Konfiguration überführt.
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