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Aufgabe 1 (4 Punkte).

(a) Bestimmen Sie die Lösungsmenge V ⊂ Z/3 für folgendes Gleichungssystem und eine
Basis von V :

x1 + 2̄x2 + 2̄x3 + x4 + 2̄x5 = 0
x1 + 2̄x3 + 2̄x4 + x5 = 0
x1 + x2 + 2̄x3 + 2̄x4 + 2̄x5 = 0

2̄x1 + 2̄x2 + x3 + 2̄x4 + 2̄x5 = 0

(b) Bestimmen Sie für jedes t ∈ Q eine Basis des Lösungsraums Vt ⊂ Q3 des homogenen
linearen Gleichungssystems

−x1 + x2 − 2x3 = 0
x1 + (t− 1) · x2 + 2x3 = 0

2x1 + (t− 2) · x2 + (t2 − t + 4) · x3 = 0

Aufgabe 2 (4 Punkte). Sei d ≥ 2 und R[x]≤d = {f ∈ R[x] | deg(f) ≤ d} der Vektorraum
der Polynome vom Grad ≤ d. Prüfen Sie, ob die folgenden Teilmengen Untervektorräume
von R[x]≤d sind:

(a) U1 = {f ∈ R[x]≤d | f(0) = 0},

(b) U2 = {f ∈ R[x]≤d | (f ◦ f ′)(0) = 0},

(c) U3 = {f 2 | f ∈ R[x]≤d} (hier ist f 2(x) := f(x) · f(x) für alle x ∈ R),

(d) U4 = {f ∈ R[x]≤d | f ′(0) + f ′′(0) = 0}.

Aufgabe 3 (4 Punkte). Bilden die Vektoren

v1 :=


1
0
−2
0

 , v2 :=


0
1
0
−3

 , v3 :=


0
0
1
−1

 , v4 :=


1
0
1
−3


1
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eine Basis von R4? Beweisen Sie Ihre Behauptung. Falls die Vektoren keine Basis bilden,
wählen Sie eine maximale Anzahl an linear unabhängigen Vektoren aus der Menge aus
und ergänzen Sie diese zu einer Basis.

Aufgabe 4. Zeigen Sie: Für jedes b ∈ R bilden die d + 1 Polynome

1, (x− b), (x− b)2, . . . , (x− b)d ∈ R[x]≤d

eine Basis von R[x]≤d.

Zusatzaufgabe 5 (4 Punkte). Sei

l1 = a1,1x1 + . . . + a1,nxn = 0

...

lr = ar,1x1 + . . . + ar,nxn = 0

mit ai,j ∈ Q ein homogenes lineares Gleichungssystem. Schreiben Sie jeweils eine Funktion,
die

(a) das System in Zeilenstufenform bringt.

(b) das System in reduzierte Zeilenstufenform bringt.
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